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INTRODUCTION

Le manuel reprend les trois parties du programme de la classe de premiere : les fonctions, la
géométrie et les statistiques et probabilités. Dans chacune de ces parties, il s’agit de former les
éleves a la démarche scientifique afin de les rendre capables de conduire un raisonnement.
Le programme de la premiere peut étre abordé selon plusieurs angles, mais il ne faudrait
surtout pas le concevoir comme une succession de chapitres cloisonnés. Il conviendra donc
de concevoir, des le début de I’année, une progression alternant les différentes notions a
traiter, de telle sorte que les concepts abordés soient repris tout au long de I’année. Vous
retrouverez d’ailleurs dans le manuel notre volonté de varier au maximum les situations
probléemes au sein de chaque chapitre, afin de réinvestir les différents themes, ainsi que les
notions du college comme le calcul algébrique et la géométrie plane.

Chaque chapitre de ce manuel propose des travaux pratiques que nous avons choisis les plus
diversifiés possibles. Ils sont classés en trois catégories :

¢ les activités utilisant I’outil informatique ou la calculatrice ;
¢ les activités qui mettent en ceuvre une démarche algorithmique ;

¢ les problemes plus ouverts qui exigent davantage d’initiative de la part des éleves. Certains
d’entre eux nécessitent |'utilisation de logiciels pour conjecturer.

Dans chacun de ces problemes, les éleves auront I'occasion de chercher, d’appliquer des
techniques, d’effectuer des essais, de conjecturer avec les TICE puis d’élaborer des démons-
trations.

L'utilisation des TICE est tout a fait adaptée a 'acquisition de nombreuses notions du
programme de premiere. Il s’agit d’exploiter toutes les possibilités offertes afin d’enrichir
I'apprentissage et les méthodes d’'investigation. L'outil informatique permet en effet d’ob-
tenir rapidement une représentation concrete du probleme étudié. Des modifications des
configurations en jeu peuvent mettre en évidence les propriétés a démontrer et toute I’atten-
tion peut alors se porter sur la démonstration elle-méme. Les problemes ouverts proposés
dans ce manuel ne font pas appel directement aux TICE. Nous proposons cependant dans
certains cas soit une illustration, soit une vérification du résultat obtenu a 'aide de la calcu-
latrice ou d’un logiciel adapté a la situation étudiée.

Il importe que la diversité de ces activités se retrouve aussi dans la nature des travaux
proposés aux éleves : des travaux dirigés en groupe, des travaux en autonomie, des activités
en salle informatique ou des devoirs personnels réalisés a la maison. Des commentaires
dans ce sens aideront les professeurs dans leur choix.

Nous avons essayé de proposer, au sein de chaque chapitre, des problemes de difficultés
progressives, en particulier dans le domaine de 'algorithmique. A I'issue de la classe de
seconde, les éleves ont déja acquis une certaine expérience avec les logiciels usuels : tableur
et un logiciel de géométrie dynamique. L'algorithmique, et plus particulierement la program-
mation dans un certain langage, est quant a elle une activité nouvelle depuis la classe de
seconde et doit se poursuivre dans les classes du cycle terminal.



Nous n’avons privilégié aucune syntaxe particuliere, ce qui vous permet d’utiliser ce guide
avec ses fichiers quel que soit le matériel et les logiciels utilisés dans votre établissement. La
plupart des travaux pratiques peuvent cependant étre réalisées assez simplement a 'aide
d’une calculatrice. Ce qui permet une tres large utilisation de ce guide.

Vous trouverez dans ce livre du professeur, des éléments de correction pour les activités, les
exercices et problemes, ainsi que des indications sur la mise en ceuvre des travaux pratiques
avec les éleves. Un nombre important de ces activités peut étre réalisé avec ’outil informa-
tique. En complément, vous trouverez sur le CD d’accompagnement, des fichiers sous de
nombreuses versions :

* Excel et OpenOffice pour les fichiers tableurs ;

* Casio et Texas pour les tracés et la programmation a ’aide de la calculatrice ;

* GeoGebra, TI Nspire pour les exercices de géométrie plane ;

* Cabri3D et Geospace pour les exercices de géométrie dans I'espace ;

* AlgoBox, Python, Scilab et Xcas pour les programmes qui illustrent les algorithmes ;

* Xcas, TI Nspire pour le calcul formel.

Ces fichiers vous permettront d'une part de visualiser les résultats demandés, de tester les
algorithmes ou les figures dynamiques, mais également d’illustrer vos explications lors de
syntheses collectives avec les éleves. Certains de ces fichiers sont a la disposition des éleves
sur le site compagnon, intégralement ou partiellement complétés, plus particulierement
lorsque le probleme consiste, soit a modifier, compléter ou corriger un algorithme, soit a
réaliser des conjectures sur une configuration géométrique relativement complexe, ou bien

encore a effectuer des simulations sur une feuille de calcul d'un tableur. Ils serviront ainsi de
base de travail pour une activité en autonomie ou pour un devoir a réaliser a la maison.

Nous espérons que ce livre répondra a vos attentes et qu’il vous apportera des pistes intéres-
santes pour une présentation efficace du programme de premiere S.

Les auteurs.
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1. Second degré

Objectifs et pré-requis

Le programme de premiere s’inscrit, comme celui de la classe de seconde, dans le cadre de la réso-
lution de problemes. Les situations proposées ici répondent a des problématiques d’origine mathé-

matique ou en lien avec d’autres sciences.
Un des objectifs de ce chapitre est de doter les éleves d’outils mathématiques permettant de traiter
de problemes du second degré.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)
Capacités attendues

¢ Déterminer et utiliser la forme la plus adéquate

d’une fonction polyndme de degré deux en vue

de la résolution d’un probleme : développée,

Contenus
Forme canonique d'une fonction polynéme de

degré deux.
Equation du second degré, discriminant.
factorisée, canonique.

Signe du trindme.

Corrigés des activités

I Représentation graphique d’un trinéme
@ a. Voici une copie d'un écran (0 T e )
obtenu avec GeoGebra. vl { ."I
| ; ,-"I
Y e,
W L
Ly iy
b3 .,_ 1 .': !
Wi " _-"ll
\ S
- ( "
\ /! J
b. Pour toutréel x, f, (—x) = —%(—x)2 = —%xz =1, (x) .Ainsi, la courbe %6, est symétrique par rapport

al’axe des ordonnées.
Par un raisonnement analogue, on montre que les courbes ®, €,, 6,, 6, et 6; sont symétriques par

rapport a I’axe des ordonnées.

c. La courbe 6, est la symétrique de la courbe & par rapport a I’axe des abscisses.
d. On passe de la parabole % a la parabole représentant la fonction x — ax? par une « dilatation »
suivant I’axe des ordonnées dont le réel a est le coefficient.

*9
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Si a est strictement positif, la parabole obtenue est « tournée vers le haut » ; si a est strictement

négatif, elle est « tournée vers le bas ».

© a. Voici une copie d’un écran ( ¥ T Iy T )
1 9 W 1 e | i

obtenu avec GeoGebra. | B

. J

b. La courbe %, est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 3.

c. On peut obtenir ¢, a partir de & par une translation de vecteur 31+ 2; La courbe €, a la méme
nature que la courbe ? : c’est une parabole. Son sommet est le point de coordonnées (3 ; 2), image
du point O(0 ; 0) par la translation de vecteur 37+ 2]?.

d. La courbe %6, est 'image de la parabole % par la translation de vecteur —21?—]?.
e. Une fois le changement de courbure effectué, la translation permettant d’obtenir € est la trans-
lation de vecteur —i — 3]?. Les coordonnées du sommet de 65 sont (-1 ; -3).

f. Le sommet de la parabole représentant la fonction g, est de coordonnées (2 ; -1), donc g,(x) peut
s’écrire sous la forme : g,(x) = a(x—2)? - 1. De plus, g,(3) = 3.

On en déduit: g,(x) =4(x-2)?>-1. (a=4;a=2;B=-1).

6 a. Pour tout réel x, h(x) =3(x-1)2+2 (@=3; a=1; B =2). Les coordonnées du sommet de la para-
bole €, représentant i sont donc (1 ; 2) et une équation de son axe de symétrie est x = 1.
Construction a partir de la parabole ? : on procede a un changement de courbure (les ordonnées
des points de & sont multipliées par 3), puis on effectue une translation de vecteur i+ 2;

b b* -4 .
b. Enposanta=—— et B = _2 —fac , on obtient :
2a 4a
pour tout réel x, ax?+ bx +c=alx-a)?+ B. 2
' . 2 . b* —4ac
Le sommet de la parabole d’équation y = ax* + bx + c est de coordonnées |- — ; — i
a

- . . b
Son axe de symétrie a pour équation x=-— 5
a

E Forme canonique d’un trindme
PARTIE A : Etude d’'un exemple « historique»
O E)x+532-64=0 (x+5-8)(x+5+8) =0 (x-3)(x+13) =0 = x=3 oux=-13.
Les solutions de (E) sont—-13 et 3.

O a. Laire du carré ABCD additionnée a celle des deux rectangles le bordant vaut x? + 2 X 5x, c’est-a—
dire x? + 10x. Elle est aussi égale a I'aire du grand carré AEIH diminuée de celle du carré CFIG. On a

donc: (x+5)2-25=239.
b. Le mathématicien Al Khwarizmi retrouve ainsi la solution 3 (seule valeur positive).
c. Cette méthode permet de résoudre des équations du type « x> + ax=b » .
© 2+12x=85c (x+6)2-36=85 (x+6)2-121=0 (x-5)(x+17) =0 x=50ux=-17.
Les solutions de x? + 12x = 85 sont—17 et 5.

10 ¢ 1. SECOND DEGRE



PARTIE B : Autres exemples d’utilisation de la forme canonique

2
—— etg(x) = (x—3)%+ 4. Les minimums sur R des fonctions f et g sont 2 et4.

5 1

o a. f(x) = (x—EJ 2
b. Ona: f{x) = (x - 3)(x - 2) ; ainsi I'équation f(x) = 0 admet deux solutions : 2 et 3.

g(x) =0 & (x-3)? =-4, or un carré est toujours positif. Léquation g(x) = 0 n’a pas de solution.

[
1 1) 81 1Y
Pourtoutréel x: h(x)= 2/ x> —=x|-10)= 2| x—— | —— eti(x)= -3||x+=| == |[+7
2 4 8 2 4

O a

.. 1 . .
Le minimum sur R de & est - % et le maximum sur R de i est ik

b. h(ix) =0 & Z(xng(erZ):O = x:g ou x=-2
_3_6@ (==2,11).

1 31}( % 31]_0@”:_3?/@(“'“)0”2

iX)=0 -3|x+——,]— —
2 12 12
© Les résultats sont confirmés par les représentations graphiques des fonctions f, g, h et i a 'aide

d’une calculatrice graphique.

Corrigés des Travaux pratiques

Jui90 Paraboles et équations “
On munit le plan d'un repere (O ; 7,7)
PaRTIE A: Forme canonique
~

(1) e

\\§ il ) J
© ¢ Lorsque I'on modifie uniquement le paramétre a, seule la « courbure » de la parabole est modifiée.

Le sommet S reste inchangé.
¢ Lorsque 'on modifie uniquement le parametre o, la parabole subit une translation de vecteur

colinéaire a i.
¢ Lorsque 'on modifie uniquement le parametre $, la parabole subit une translation de vecteur
colinéaire a j.

1. SEcoND DEGRE ¢ 11



o En manipulant les parametres a, o et 3, on conjecture que :
¢ I’équation f(x) = 0 admet deux solutions si, et seulement si, les réels a et g sont strictement de

signes contraires (c’est-a—dire (a>0etB <0) ou (a<0et >0)).

¢ I’équation f(x) = 0 admet exactement une solution si, et seulement si, le réel g est nul.

¢ I’équation f(x) = 0 n’a pas de solution si, et seulement si, les réels a et  sont strictement de méme
signe (c’est-a—dire (@ >0 et B > 0) ou (a< 0 et B <0)). Le signe de f(x) est alors celui du réel a.

On remarque que le réel a n'a aucune influence sur le nombre de racines du trinéme.

PARTIE B : Forme développée

o ( ','L: [

_J

.
@ a. En manipulant le paramétre a, on conjecture que :
e 'équation f{x) = 0 admet deux solutions si, et seulement si, le réel non nul a est strictement inférieur a 1.
¢ I’équation f(x) = 0 admet exactement une solution si, et seulement si, a = 1.
L'équation f(x) = 0 n’a pas de solution si, et seulement si, le réel a est strictement supérieur a 1.
b. A=4-4a=4(1-a).Létude du signe de A donne bien les résultats conjecturés en 2.a.

© a. En manipulant le parameétre ¢, on conjecture que :
¢ I'équation flx) = 0 admet deux solutions si, et seulement si, le réel non nul c est strictement inférieur a 4.

e I'équation f(x) = 0 admet exactement une solution si, et seulement si, ¢ = 4.
e I’équation f(x) = 0 n’a pas de solution si, et seulement si, le réel c est strictement supérieur a 4.
b. A =16-4c=4(4-c) . Létude du signe de A donne bien les résultats conjecturés en 3.a.

@ a. En manipulant les parameétres a et ¢ pour plusieurs valeurs de b, on conjecture que, si a et ¢ sont
de signes strictement différents, I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions.
b. Si a et ¢ sont de signes strictement différents, alors ac < 0, puis A = b*>-4ac>0, dou la
conjecture.

© a. En manipulant le paramétre b, on conjecture que :
e I’équation f(x) = 0 admet deux solutions si, et seulement si, le réel non nul b appartient a

] —o0;=2[U]2; 4oc[.
¢ I’équation f(x) = 0 admet exactement une solution si, et seulement si, b=-2 ou b =2.
¢ I’équation f(x) = 0 n’a pas de solution si, et seulement si, le réel b appartient a ]-2 ; 2[.
Létude du signede A= b* —4 = (b - 2)(19 + 2) mene au résultat conjecturé ci-dessus.

b. etc. Le sommet S semble se déplacer sur une parabole.

Le point S a pour coordonnées b i f LAY [ 1-—
P P 2’ 2 2’ 4 )

On constate que yg = 1 — xg?; ainsi, le point S est sur la parabole d’équation y = 1 - x2.

12 ¢ 1. SECOND DEGRE



yyi¥ar4" Deux disques dans un carré @

@ a. On considere la diagonale [AC] du carré ABCD. En utilisant le théoréme de Pythagore ou la trigo-

nomeétrie, on obtient :

AC:\/—:AE+EI+IG+GC:r1 2+r1+r2+r2x/§ dou r, +1, = 2 =2-2

1442
b. Les cercles ¢, et ¢, sont entierement inclus dans le carré, donc leur rayon maximal est — .

D’apres 1.a, si le rayon d’un des cercles est maximal, I’autre est minimal et vaut alors :

, 5 L 3-22

2 2

@ a. b. Pour construire le cercle ¢;, on peut commencer par tracer le pied de la perpendiculaire a (AB)

passant par E. Il est intéressant de laisser les éleves analyser la figure et les outils disponibles avant
d’opter pour une solution.

c. Le centre de 6, est 51/13 méme distance de la droite (IK) et de la droite (CK). Il appartient donc a la
bissectrice de 'angle IKC .

D’autres méthodes de construction sont possibles. Si les éleves connaissent les propriétés géométri-
ques de la parabole, on peut aussi définir le centre de ¢, comme le point d’intersection de la droite
(AC) avec la parabole de foyer I et de directrice (CD). Une autre possibilité est d’utiliser la relation
AT, =2- J2 pour déterminer la distance IG.

d. Voici les affichages [ - N\ A
obtenus sur GeoGebra et [ ] [ '
sur Geoplan :

Le point T semble
se déplacer sur une

parabole, ce qui laisse
penser que l'aire totale, | |
exprimée en fonction g ' ]
de r, est un polyndme
du second degré. Laire
totale maximale semble

N\ J U y,

étre atteinte lorsque le
point E ou le point G est au centre du carré, c’est-a—dire quand le rayon d’un des cercles est maximal ;
I’aire minimale semble atteinte lorsque les rayons des deux cercles sont égaux (AF = 0,293).

o L'aire totale est donnée par a = f{x)= w(rf +r22) = 2-rr(x2 *(2*\/5)X+3—\/E) , f étant définie sur

3-202 1
2 2|

2

I'intervalle {

La fonction f est un trindme du second degré, le coefficient de x? étant strictement positif, donc elle

2-2
2

atteint son minimum en (larelation r, +71, =2— \/5 donne alors r; = 1,). On obtient le tableau

de variations :

L | 3-22 2-2 1

2 2 2

flx) f(g_i/a]\x f[zﬁ} /f(;]
2

2 2

ot f[z‘EJ=(3—2\/§)w:0,539 et f[szzﬁ]:f(ljzwzoyg()g.

Les conjectures sont bien établies.

1. SEcOND DEGRE ¢ 13



TICE 3 Une famille de droites bien connues @

@ a. La construction des familles de points A et B a I'aide de I'instruction Séquence peut étre expli-
quée al'aide de translations.
Par exemple, dans l'instruction A = Séquence[C + i/20*w, i, 0, 20], les 21 points de la famille A sont les

images du point C par les translations de vecteurs (21—0] 1, ot les nombres i sont les entiers compris
entre 0 et 20.

Il est a noter que la famille A est alors indexée de 1 a 21 : Elément[A, 1] estle point C et Elément[A, 21]
est le point D.

b. c. ¢ Lorsque les droites (CD) et (EF) sont paralleles, les droites sont soit paralleles, soit
concourantes.

( 1 ( 1 % )

L
- -
.

R

R R R R R A
SRR R RN
2

|

SSNNNN SRR AT PP S
. 1 i r
AT
A
FEESAPEEIEL LY RRRR NS,

.
Ahth
hdk

" =) \ J C .
* Lorsque les droites (CD) et (EF) ne sont pas paralleles, il apparait une courbe ressemblant a une
portion de parabole.

@ a. b.laparabole étantde [ )
sommet S(0 ; 5), la forme
canonique de f(x) est du
type f(x) = ax? + 5, ol a est
un réel strictement positif, ™, F
la parabole étant B /

« tournée vers le haut ». \)\ o
¢. On trouve a = 0,05. . . oo

Remarque : de maniere oy |
générale, une parabole est :
I'enveloppe d’'une droite
passant par deux points
ayant des mouvements
rectilignes uniformes non paralleles.

14 ¢ 1. SECOND DEGRE



U= T Parabole passant par trois points @

© a. Les points A, B et C ne sont pas alignés, donc ils sont distincts deux a deux. Deux points distincts
de méme abscisse ne peuvent pas appartenir a la représentation graphique d’'une méme fonction.
Le probleme posé n’a donc pas de solution.
On justifie ainsi le fait que les quotients qui interviennent dans la méthode des différences divisées
sont bien définis.
b. etc. Voiciles copies d’écran obtenues sur Xcas et Excel.

Xcas
A Tae sot hivte sl s | | e ] ad| = o
™ £ X | 2 5
Erst TRy Amanieed < RAICTT 0k mem B 1 A pon
A n [= o ]
i “Abmrro des poiet i 3 14
| Craornées e puck 12 7 u
F TeNberces thademanmmtt & 1 P
3 TeNemerres gk dommE f 0 P
i o= n f [ | ¥
= 0 ] b
b= 0 o o
¥ b arenr i Pl B °
B cwbmoamos 12 3 i

On constate que les valeurs prises par f en x,, Xz et x sont les valeurs attendues. La fonction f répond
donc au probleme d’interpolation.

Il est intéressant de demander aux éleves si f est nécessairement un trindme, et de les amener a
constater :

festun trindme & e, # 0 < d, # d, < (AB) non parallele (BC).

@ a. Voici la copie d’écran obtenue sur Xcas.

I A B o D
3 "Rirrisses des polnis” 2 i 43
1 SO S oy |25 .z an
2 Ttrnons dwvsdes domng 1 T wWd ]
3 | "Dildrences divstes Soede 37 142 1] 0
da o il n n
B = a 1] o
E o a [ )
T Poiwlimen olirme’ [ e R e B T | it
B "WErication® |- otz 40
. 1 5 1
On obtient donc f(x)=-—x*+>x-=.
2 4 3
b. En utilisant S(1) =1, S(2) =3 et S(3) = 6, on obtient :
A A e (5]
[ AR (. P lE? 1 . ]
1 SONdnnCS des polnds® 1 z B
2 “Dilkrenmces drmses Togre 1" 2 a3 -]
A Taennces disdes dondne 3¢ 19 [ (]
4 - o [c] o
= T u [} =}
E - ] [} a
T "Folyrdme cbieno” 2si2 [} a
n ST Rln® 1 B L
. n(n+1) S .
Ainsi S(n) = — formule que I'on vérifie pour quelques exemples simples.
X . d,—d +
© On obtient successivement : d, =y — s, dp = Yo — ¥ €t €, = —2 5 LYo tVs 5 Ya_ Yy -
. Yo+ YA
Puisf(x) =y, +dix+ex (x=1) =y, + g —y)x + ( —Yg)x (x-1).

2

On en déduit : f(0) =y, f(1) = yg et f(2) =ya+2(yg—Ya) + Wc+Ya—2V8) =Vc-
La représentation graphique de f passe bien par les points A, Bet C.

1. SEcOND DEGRE ¢ 15



Algorithmique 1 Résoudre une équation du second degré 9

@ Voici une traduction de I'algorithme en langage naturel :

Entrée Saisir a, b et c
Traitement : Affecter a la variable d la valeur b? - 4ac
Afficher d
Si d < 0 afficher «Pas de solution»
Si d = 0 afficher «Une solution :», ;’
a

Si d> 0 faire

Affecter a la variable e la valeur _bz_—‘/a
a

Affecter a la variable f la valeur _b;i‘/a
a

Afficher «Deux solutions :», e, f
Fin_du_Si

@ Lalgorithme programmé sur la calculatrice donne les résultats suivants (sur TI 82) :

Equation 6x2-x-1=0 16x2-8x+13=0 2x2-10x + 2—25 =0
£=7-1 B=7-8 e—
DEL TA= C=713 e L
=] DELTHA= conid OELTH= "
Ecran OEUS S0keligtes, PAS DE SOLUTION, UNE SOLUTION:
B a1 2,
Fait Fai

Les résultats obtenus sont ceux qui étaient attendus.

© En testant cet algorithme avec les valeurs a = 0, b = 2 et ¢ = 1, on obtient un message d’erreur. En
effet, le réel d calculé étant strictement positif (d = 4), 'algorithme effectue un calcul ot apparait une
division par 0 (on divise par 2a qui est nul).
On insere donc, apres la saisie du réel a, une ligne permettant de tester la nullité éventuelle de a et
d’interrompre éventuellement le programme (voir la modification dans les programmes reproduits
ci-dessous).

@ En langage naturel, on obtient I'algorithme suivant :

Entrée Saisir a, b et ¢

Traitement : Si a = 0 interrompre le programme
Affecter a la variable d la valeur b? - 4ac
Afficher d
Sid<0

Alors afficher «Pas de solution»
Sinon Si d = 0
Alors afficher «Une solution:», -b
. . 2a
Sinon faire
Affecter a la variable e la valeur _bz_—\/a
a
Affecter a la variable f la valeur _b;—‘/a
a
Afficher «Deux solutions:», e, f
Fin_du_Si
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En langage machine, TI82 CASIO 35

on obtient :

PROGRAM: TRIMOME sees==TRINGME ===sne
P t, A:B:C [=Ci-=r i ||43+ TR o o]
tfor Hieh Store

- ot n Slor
EISPF‘EDELTH_" é I§g$§+

TR ey I8 .

iﬁﬁa‘:lpﬂﬂ DE 0 fhen PAS DE SOLUTION

: 28

Hhen o 5 HE E8LuTIOM: "

im;ﬁ":, BL2R) Else A DELIH SOLUTIONS:

17 B reDy s C2R)s ¢ YB-1D)+¢ 2RI +E

£ -BHICD) IS C2AIS LT

e £

t0ize "DEUX SOLU

Téugsz " E.F I fEmd

tEn

6 Les solutions trouvées par une TI 82 ou une Casio 35 a 'équation x? — (106 + 1)x + 1016 = 0 sont 0 et
10!6, le discriminant calculé étant 1032.
La solution 0 est évidemment fausse, puisque le terme constant du trin6me n’est pas nul.

Une résolution algébrique donne successivement A = (1+10“3)2 —4x10'¢ = (10]6 71)2 <10* puis
(10 +1) (10" -1 S ern (10 +1)+ (10" -1)

2 2
L« erreur » de la calculatrice est liée a I’arrondi réalisé lors des calculs intermédiaires.

les deux solutions x, = =10'°.

Algorithmique 2 Algorithme de Horner

@ Lalgorithme 1 correspond au calcul « naturel » utilisant la forme développée ; 'algorithme 2 corres-
pond a l'algorithme de Horner.
Cette analyse est 'occasion de rappeler aux éleves que beaucoup de méthodes calculatoires ou algé-
briques sont de nature algorithmique.

@ a. Lerésultat obtenu est -5 127,4.
b. A chacun des 5 passages dans la boucle, on effectue une multiplication et une addition. En tout,
on a donc 5 additions et 5 multiplications.

© a. Cette programmation

TI 82 CASIO 35
est sans grande difficulté,
la structure du programme 'EE?EEEE i THn AR TOOERF Y 7aL 1T
étant proche de celle vue a L1013k 13T
la question 2 tFopil. 2. Held List iL11sks
q ‘ i A ReR-CI-1IRLISL 1E109R
fEnd
b. Le test est identique H I'.'Iliasp "RESULTAT= EREEULTHTE'@
a celui du 2. a. afin de . ]

permettre une vérification

autonome du programme saisi.

c. Les calculs nécessitent 15 multiplications et 5 additions. La différence avec ’algorithme 1 est déja
sensible.

@ a. Sur une TI 82, I'exécution du calcul a 'aide de I'algorithme de Horner se fait en un peu plus de 2
secondes, alors que la méthode « naturelle » requiert pres de 5 secondes. Il est plus difficile de mettre
en évidence cette différence d’efficacité sur un ordinateur. On pourrait, par exemple, calculer les
valeurs prises par le polyndme P pour un grand nombre de points de l'intervalle [0 ; 2].

1. SECOND DEGRE 17



b. Lalgorithme de Horner nécessite 100 additions et 100 multiplications. La méthode classique

- L. 100x101 T el . L
utilise 100 additions et — = 5050 multiplications (s’il n’y a pas mémorisation des calculs

successifs des puissances de x).

Remarque : Si n est le degré du polynome P, le nombre d’opérations est de 2n pour Horner contre
nn+3)
2
pourra comparer avec les éleves 1'évolution de ces cofits en fonction de n.

Algorithmique 3 Aire sous la parabole

PARTIE A: la méthode de Monte—Carlo

pour la méthode classique sans mémorisation (avec mémorisation : 3n opérations). On

© a. Icia=1,ainsile domaine @ est délimité par les droites d’équations x = 0 et x= 1, I'axe des abscisses
et la courbe. On a bien M(x; y) € % si et seulementsi 0<x<1 et 0<y<0,5x".
b. Pour alléger I'activité ou pour s’adapter au langage utilisé, on peut ne pas effectuer les construc-
tions des points et se contenter du dénombrement des points sous la courbe.

Entrée Saisir n
Initialisation Affecter a la variable s la valeur 0O
Traitement Tracer Te rectangle OA’AA’’
Sortie Tracer la courbe représentative de f sur [0 ; 1]
Pour j allant de 1 jusqu’a n
Affecter a la variable a un nombre aléatoire entre 0 et 1
Affecter a la variable b un nombre aléatoire entre 0 et 1
Si b < 0,5a2 alors
Tracer Te point de coordonnées (a ; b) en vert
Affecter a la variable s la valeur s + 1
Sinon Tracer le point de coordonnées (a ; b) en rouge
Fin_du_Si
Fin_du_Pour
Afficher n/s

c. Dansl'algorithme proposé, la variable n représente le nombre de points choisis au hasard dans le
rectangle OA’AA”, et, parmi ces derniers, la variable s compte ceux qui sont dans le domaine %.

d. On constate que le rapport n , quand n est grand, est proche de 3.

s
Programmeé sur un logiciel « rapide », I'algorithme peut étre testé pour de bien plus grandes valeurs.
La probabilité d’obtenir un point dans le domaine &% est donc proche de % .

e. On peut conjecturer que I'aire du rectangle est le triple de celle du domaine % dans le cas o a = 1.

@ a. Voici l'algorithme ~N
difié - MonteCarlogene (n, borne) :={
modifie: local i,a8,.b,3;
a1=07
arass

reatangls (point (§, 0}, point {bocne, 1, 0. 5%borae) ;
plotfuna (3, 3*x*3, =0, .borne, coulsur=nolir) ;
pour L da 1 jusgqua 5 falre
a:=alea (0, borne) ;
br=alea (0,0, 5*borne~2);
si kol 5%a~2 alors
point {a,b, conleursvert) ;
=x=atl;
sinon
point{a, b, couleur=rouga) ;
Esi;
fpour;
afflcher("aire du rectangle / alre sous la parabole =" .n/s};
raturn avalf (a/a);
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Et une copie de I’écran graphique :

5 n : )
b. Anouveau, on constate que le rapport — est proche de 3 ; on peut donc conjecturer que I'aire du
N

rectangle est le triple de celle du domaine & dans le cas ou a > 0.

c. Par symétrie de la parabole par rapport a I'axe des ordonnées, on déduit que cette conjecture est
encore valable lorsque a < 0.

Remarque : la méthode de Monte-Carlo, qui doit son nom aux jeux de hasard pratiqués a Monte-
Carlo, est particulierement utilisée pour calculer des aires et des volumes, mais aussi dans de
nombreux domaines comme la physique des particules ou la finance (voir I'article de 'encyclopédie
en ligne Wikipédia).

PARTIE B : la méthode des trapezes

2 2 2 2 2 2
O a o4 -= Leldos( 2] vos{ L] (L] [+os[1] «[2] [+o5](2] +12 ||=21L.
2 4 4 4 2 2 4 4 64

 \2 . 2
b. Aire (T) = % X 1 O,S(LJ + O,S(EJ (T, est considéré comme un trapeze de petite base nulle ;
n n n

on pourra montrer aux éleves que la formule d’aire d'un trapeze convient dans ce cas.)

c. Dans l'algorithme Xcas présenté, la variable s représente la somme des aires des trapezes T, T},
Ty ooy Ty

En reprenant la formule de I'aire établie a la question b., on voit qu'on peut mettre 1 en facteur
dans la somme s, d’ot1 'algorithme tel qu’il est écrit. 2n

Il est intéressant de demander aux éleves quelle « économie » de calculs peut encore étre faite, et
d’améliorer ensuite I’algorithme présenté. Cela peut étre un premier pas vers une démonstration de
la propriété al'aide de la formule donnant la somme des premiers carrés, dans le cadre du chapitre
des suites par exemple. 11

d. On retrouve bien une aire égale a o1

e. On constate que le rapport g, quand n prend de grandes valeurs, est proche de 3.
f. On peut conjecturer que l'aire du rectangle est le triple de celle du domaine 9% dans le cas ol
a=1.

@ a. Lalgorithme modifié est le suivant :

( N\

Trapézesgénd [n,borne) :={

looal =,t.6;

ti=ly

pour | da 0O Jumque -1 falire

ti=e+{1/2% (i*bornefn) *2+1/2% { (i+1) *borne/n) *2) ;

fpour;

=1=barne/ {2n)] *t
afficher (“"aire des trapézea =", a);
qi=1f2*borne"3/8;
affichar{"aire du rectangle [ aire des trapézes =
return evalf{g];

b
. J

"

vl

Il est a noter que le signe de la borne a ne joue pas de role ici.
b. A nouveau, on constate que le rapport g est proche de 3 ; on peut donc conjecturer que I'aire du
rectangle est le triple de celle du domaine % dans le cas ou1 a est un réel non nul.
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Probleme ouvert 1 WX ulYduri

Considérons le secteur circulaire de rayon R et d’angle o (exprimé en degré).
Laire &0 du secteur et la longueur ¢ de 'arc de cercle qui le délimite sont proportionnelles a son
angle . On a donc les tableaux de proportionnalité suivants :

Angle 360 | « Angle 360 a

Aire wR2 A Longueur 2nR V4

Onendéduit: A=wR2-2 (1) et ¢=27R-—> (2).
360 360

Appelons p le périmetre du secteur. Ona p=2R+/=2R+ 217R% .

On en déduit : o = 3607— 2R .
2wR
Ainsi, en remplagant o par son expression en fonction de R et p dans (1), on obtient :
p-2R
A=mr?—2mR _Lpo, opy_ l(—2}!?2 +pR)
360 2 2

Le trindme —2R? + pR, de méme que l'aire s, prend son maximum en R = 2_7 =

. A . 2
D’apres I'énoncé, p = 20. L'aire ¢ est ainsi maximale pour R = 70 =5.
20-2x5 360

L'angle a vaut alors: a =360—————— =——=114,6° (a=2rad).
2w x5 ™

Probleme ouvert 2 ERUFCEOC AR

On choisit d’exprimer les durées en minutes.

Soit s le temps mis par Simon pour repeindre seul le mur et j le temps nécessaire a Juliette pour le
faire.

Ainsi, la portion du mur repeinte par Simon en une minute est % , et celle repeinte par Juliette est % .

. . 1 1 . . .
Ensemble, ils repeignent [— + —_) du mur en une minute. Il leur faut 36 minutes pour repeindre tout

le mur ensemble ; on en déduit : 36[l+1,]:1 (1).
s ]

En travaillant seul, Simon aurait besoin d'une demi-heure de plus que Juliette pour ce travail, donc
onalégalité:s=j+30 (2).

En remplacant s par j + 30 dans (1), on obtient :

1, - ! = L , C'est—-a—dire —,],+30 +— J = L puis —2] +30 = 1 .

j j+30 36 Jj(j+30) j(j+30) 36 Jj(j+30) 36
Le réel j étant strictement positif, j(j + 30) est non nul ; on a donc:
36(2j+30)=j(j+30), cest-a-dire j*-42j-1080=0 (E).

Le discriminant A de j* -42j-1080 est:
A =(-42)" ~4x1x(~1080) = 6084 = 78 .

. . . , 42-78
Les solutions de I'équation (E) sont donc j, = = =

12478 _60 et j, = -18.
2 2

On exclut la solution négative j,. On a donc j = 60.

De (2), on déduit: s=j+30=90.

11 faut 90 minutes, soit une heure et demie, a Simon pour repeindre le mur en travaillant seul.
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Probleme ouvert 3 WL RGO

Les distances sont exprimées en metres. On pose :
x=SC et y=BP.

On en déduit: BR=38-x et QA=28-y.
Cherchons a exprimer l'aire des parties grisées
en fonction de x et y.

e Comme BC = 40 et BA = 30, on a, d’apres le
théoreme de Pythagore, AC = 50.

* Les droites (TS) et (AB) sont paralleles donc, Mo,

d’apres le théoreme de Thales, on a 1'égalité : \ )MMV\A)\%
CSTS,\,xTS,TS?, N

ﬁ = ﬁ , ¢'est—a—dire 4—0 = % puis = Zx . W{(MMM )\)%&)\’}V\A)%

¢ Les droites (UR) et (AB) sont paralleles donc,
d’apres le théoreme de Thales, on a 1'égalité :
CR UR . .. x+2 UE+2+y . 3 1
—=——-, c'est-a—dire =— puis UE=—x—-y——.

CB BA 40 30 4 2

e L'aire du rectangle BRFP est égale a celle du trapeze AQEU, doncon a:

1 3 1 1( 55 3
5(38—)5) 28—J’+ZX—J’—* =(38-x)y, c'est-a—dire 5 *—ZJ’+ZX =y

X C

2 2
. 3x+110
douy=—"""+-+ ().
16 1 3
e L'aire du triangle SCT est égale a celle du rectangle BRFP. On a donc 5 X sz =(38-x)y.

D’apres (1), cette égalité devient 6x° =(38-x)(3x+110) .

On obtient I'équation du second degré : 9x> — 4x — 4180 = 0 dont les solutions sont
4+449406 2+29406 2-249406

X, = = et x, =

! 18 9 : 9 )
24249406
On exclut la solution négative x,. On a donc X = g - 21,77,
1+v94 N
On en déduit : TS:%x = %zlﬁ,% etBR=38-x= wzm,zg.
166 + V9406

D’apres (1), on obtient BP= y = T ~10,96 ,

506 — 9406 3 1 -58 +4/9406
puis AQ= ~—————=17,04 et UF = x—y—— =——— —— =487,
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Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 342.

Exercices d’application

B Les trinomes du second degré sont :
a. 6x2-2x+7 (coefficients:a=6;b=-2;c=7);
c. 3x?- 2x (coefficients:a=3;b=-2;c=0);

2 —
d. X H7x-2 (coefficients : a=l ; b=Z H
3 3 3
2
c=-=).
3)

Les trindmes du second degré sont :

2
b. 2 x—E -5= 2x2—§x—£
3 3 9
(coefficients:a=2; b= —g ;C= —% );

c. x(x+1)(x+2) — x3=3x2 +2x (coefficients: a=3 ;
b=2;c=0).

[E¥ Leseul trinome du second degré est :
b. x* 7x\/gf3 (coefficients:a=1; b= \/g ;
c=-3).

[ 4 B

(x + 3)(ax? + bx + ¢) = ax3 +(3a +b)x* +(3b +¢)x +3c.
2. Lesréelsa=3, b=-13 et c= 14 conviennent.

Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel,

p. 342.
1Y 7
A a x-32; b. 2[x+—) +—;
4) '8
2
1Y 1 2
C. _S(X_EJ +E' d. Z(x—\/a) —-11.
f0) = —(x -2)2 = —x? +4x -4 ; gx) = 2(x +3)2 -2
=2x2+12x +16; h(x):fi(x74)2 +4 :ix2 +2X .

I a. Le trinome f défini sur R par:
fx) =—(x +1)? +7 = =x2 —2x +6.
b. Le trindme g défini sur R par :
g(x) = (x-2)?-3=x-4x +1

Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

1
Hl 11 ro=- xX*+x
fto 16000
1

2. X)= x(16000 — x) (forme factorisée

f 16000 ( )( )

2

et f(x)=- x—8000) +4000 (forme cano-

flx 16000( ) (
nique).
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3. Lahauteur maximale atteinte par le projectile est
4000 m.

4. Le projectile retombe sur le sol a 16000 m du
canon.

m En appelant x la longueur d’'un segment de
grillage touchant le mur, et f(x) l'aire du rectangle
délimité par le mur et le grillage, on obtient :

f(x) = x(20 —x) = 20x — x*> = —(x -10)? +100.

La fonction f atteint son maximum lorsque x vaut
10 : aire maximale est 100m?.

20-2x
X grillage

[ 2 ]

:

mur de la maison

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342
EE] 1. a.FormeA: g(x) = x2—5x+7

2
b. Forme B : g(x) = <x— g) + % . On ne peut pas
factoriser g(x).

2. a.8(00=7(A);83)=1(A);

g2 +3)=2y6-5/2-5/3+12 (A).
b. Le minimum de gsur R est % B).
c. L'équation g(x) = 0 est équivalente a:
2
(x - g ) +% =0. Elle n’a donc pas de solution.
d. Pour tout réel x, g(x) = 0. Lensemble des solu-

tions de I'inéquation g(x)=0 estR.
e.

-1}

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 342.



EE a. Courbe représentative de f:

b. Courbe représentative de g:

- Al SR

)

T, A ST S0

|

L1

. Courbe représentative de h :

B ]

;
:

L 1
IS Ml [l

m a. La parabole % a pour équation :
y = ax? +bx +c, avec a, b et c réels (a # 0). Lapparte-

nance des points A, B et C a la parabole % se traduit

c=3
par le systeme (S) sa+b+c=5
4a+2b+c=15
c=3 c=3
b. S ja+b=2 < ja=4 .Lunique solution
2a+b=6 b=-2

du systeme (S) est (4;-2; 3).
c. La parabole ? a pour équation y = 4x? - 2x + 3.

Voici sa représentation.

«23
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a. La parabole & a pour équation :
y = ax? +bx +c, avec a, b et c réels (a # 0).0n obtient
le systeme :

a+b+c=-

N | w

(S) 4a+2b+c=-6

9a+3b+c:—%

a+b+c=—§ a+b+c=—§
2 2

b. ) & 3a+b=—§ & 3a+b=—%
8a+2b=-11 2a=-2
c=1

= b:7§.
2
a=-1

Lunique solution du systéme (S) est (-1; —% ;1.

. 3
c. La parabole & a pour équation y = —x? - 5 x +1.

Voici sa représentation.

EE] Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

m ag)=x*-2x+2=(x-1)2+1

eth(x) =2x?-4x+3=2(x-1)%2+ 1.

b. Le minimum de la fonction g est 1 or, pour tout

réel x, on a g(x) < f(x) donc, pour tout réel x, on a :
flo) =1.

De plus: g(1) = k(1) = 1. On en déduit: f(1) =1.

24 « 1. SECOND DEGRE

c. « Leminimum de fsur Rest1;il estatteinten 1.
Ainsi f(x) peut s’écrire sous la forme :

f(x) = a(x - 1)2 + 1, ol a est une constante réelle
strictement positive.

d. f11) =181 100a+1=181  a= g (=18).

Ainsi,on a:
pour tout réel x,

9x* ~18x+14
fx)=——7——

s =1,8x*-3,6x+2,8.

@ Lidée est de chercher une parabole
représentant un trinéme du second degré satis-
faisant aux conditions de 1'énoncé. En choisis-
sant par exemple le sommet S de coordonnées
(84 ; 63), on obtient une solution avec ’expression
f0) =0,01(x—84)%+ 63 =0,01 x (x—84) x (x—84) +63.

Ay
200
G
X
X
100
X ™ ;
...... X el I
S X
X D
B
X
0 160 200

“ a. En choisissant un repere adapté
d’origine le milieu du tablier, 'équation de la para-

bole & est de la forme y = ax?. Comme f = % =40,
le point A de coordonnées (180 ; 40) appartient a la

40 1
=——".Une équa-

parabole. On en déduit: a = ——
180> 810

2

tion de % est donc : y:x—.
810

b. Le programme permet d’obtenir une valeur
approchée de la longueur du cable supérieur du
pont. On subdivise l'intervalle [-180 ; 180] en n
intervalles, et sur chacun de ces intervalles, on
approche la longueur de la parabole par celle du
segment de mémes extrémités.

c. Voici un programme en langage Python donnant
une valeur approchée de la longueur des suspentes.



-
def f If l.'} H
return 1/818 .6%=%%2
def lgueursustentes ():
longueur=8.8
pas=2A
xl=-188
while xl<=168 :
longueurs Longueur+F {x1)
xlmxlepos
return longueur
_ J

(La valeur exacte de la somme des longueurs des

7600 3
suspentes est ——— m ; une valeur approchée en
est 281,48 m.)

a. L'équation x? + 5x - 6 = 0 a pour solutions —6
etl (A=49>0).

b. L'équation x*> + x + 2 = 0 n’a pas de solution
(A=-7<0).

c. Léquation —2x% + 3x + 4 = 0 a pour solutions

—l(—3+\/ﬁ) et —l(—3—\/ﬁ) (A=41>0).
4 4
d. L'équation 4x? — 12x +9 = 0 a pour solution :

3
> (A=0).

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

Les racines des trindbmes sont :
2 9

a. —et— ;
3 4

d. Pas de racines réelles.

b. 5; c.-2et4;

P £ a. L'équation 2x? — 2xy5 +3=0 na pas de
solution.
b. L'équation 3x? + 2x+/6 -1 = 0 a deux solutions :
3-J6 3-V6
et——.
3 3
c. Léquation 4x?-2x J3 +3=0na pas de solution.

1-43
2

. . 1 .
d. Léquation x’-x- = =0adeuxsolutions:

t1+\/§
—

e

a. Le discriminant du trindme est :
A= (2\/5 -2+ 8\/5 =21+ 4\/3 . Les solutions de

71+2\E+\/21+4\/g

4

I'équation (E) sont donc x, =
_—1+2J5-421+445
, = .

4

b. 1+2v5)2=1+4+/5 +20=21+4+5.

1425414245
BLLL A N5

et x

On en déduit: x,

S1e2ds-(1+245)

et x,=—"—"—"—7#¥—"=——.
2 4 2

a. Uéquation x% - 6x + 8 = 0 a pour solutions
2 et 4. La parabole % coupe 'axe des abscisses en
A(2;0)etB(4;0).

. 1 .
Léquation 3 (=x? + 2x +8) = 0 a pour solutions 4

et —2. La parabole %’ coupe ’axe des abscisses en B
et C(-2;0).

b. x>-6x+8= %(—x2+2x+8)<:>x2—5x+4:0

< x =1 ou x = 4. Les paraboles % et %’ se coupent
enBetD(1;3).

pXx:] a. La parabole P coupe 'axe des abscisses en

A( ~a-6 ;O)etB( ~a:+6 ;o).

2 2
La parabole %’ « coupe » l’axe des abscisses en

1
C(——;O).
2
b. 2x2-8x-5=4x*+4x+ 1o x> +2x+1 =0

< x = —-1. Les paraboles % et ' se coupent en
D(-1;1).

a. La parabole ? ne coupe pas l'axe des
abscisses.
La parabole &’ coupe l'axe des abscisses en
A(ﬂm) etB( 9+33 ;0).

2 2
b. x?-6x+10=-2x%>+18x-39 & 3x? - 24x+49=0.
Cette équation n’a pas de solution. Les paraboles %
et P’ n’ont pas de point d’intersection.

EXJ Les ensembles de solutions sont :

5
a. {—14; g}, b.{—2;2}; c.{—7;6};
{ 2} {—3—\/15 —3+\/15}
d. {-3; =1t; e. ; ;
7 2 2
¢ {0 5-13 .5+\/13}
; 2 T,

m Le trindbme (m+3)x*+2@8m+Dx+(m+3)a
une racine double si et seulement si son discrimi-
nant A est nul.

A=0=4Bm+1)2-4(m+3)2=0
SBm+l-m+3)Bm+1+(m+3))=0
s2m-2)4m+4) =0.

Les valeurs de m cherchées sont donc -1 et 1.

Pour m = -1, la racine double est 1 ; pour m =1, la
racine double est —1.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

. 1. . ) )
EE] sim-= e I’équation n’admet qu'une solu-

tion.
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Sim# —i , 'équation 4m + 1)x> —4mx+m-3=0

admet des solutions distinctes si et seulement si son
discriminant A est strictement positif.
A>0 (-4m)2-4(m-3)4dm+1)>0

©44dm+12>0= m> —%.

Les valeurs de m cherchées sont donc les réels de

a. Le réel 3 est solution de I’équation si et
seulementsi2x32-3(m+2) + m-2=0, c’est-a—dire
m=>5.

b. Léquation 2x?>-7x + 3 = 0 équivaut a:
(x-3)(2x-1) =0. La seconde solution est donc % .

Le réel a est strictement positif si la parabole
est « tournée vers le haut », et strictement négatif si
elle est « tournée vers la bas ».
Le réel c est 'image de 0 par la fonction f.

. -b .
Le sommet de la parabole a pour abscisse %a " Si

a

son abscisse est strictement positive alors b et a sont
de signes contraires ; si son abscisse est strictement
négative alors b et a sont de méme signe.

Signede... | a [ c | b
a. -|-10
b. - |-
c + |+ |+
d. + -+
e. - -]+
f + | 0|+
8 i
h. |+ |-

En appelant x un c6té de l’angle droit du
triangle rectangle isocele, on obtient I’équation
X%+ (x +12)? = 52 x 2x2, c’est-a-dire

48x%-24x-144 =0, soit2x2—x-6=0.

p . . 3
Cette équation a deux solutions : -3 et 2. Seule

cette derniere est positive. Les dimensions du
triangle initial sont donc 2 ; 2 et 2 JE .

On résout I'équation 4a + g +a*=100,
c’est-a—dire 2a?+9a-200=0.

. . . -25
Cette équation a deux solutions : > et 8. Les

. -25
valeurs possibles pour a sont > et8.
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Soit n le plus petit des six entiers consécutifs.
On doit résoudre I'équation :
nmn+)=3(n+2+n+3+n+4+n+5), cest-a—dire
n?-11n-42=0.

Cette équation a deux solutions : -3 et 14. L'entier
n étant positif, les six entiers naturels cherchés sont
donc14;15;16;17;18 et 19.

EX] En appelant x le petit coté du premier
champ, l'égalité des aires conduit a 'équation
x(350 +x) = 200(x + 350 —225), c’est-a—dire :

x% + 150x — 25000 = 0.

Cette équation a deux solutions : —250 et 100. Les
dimensions du premier champ sont donc 100m et
450 m ; celles du second champ sont 200 m et 225m.

En appelant v la vitesse de I’automobiliste lors

de I'aller, on obtient I'équation 15—0+ 150 =
v

w+25 5 U235
v(w+25) 150’
soit 30(2v +25)=v(v+25) (v>0) ou encore :

¥’ -350-750=0.
Cette équation a deux solutions : —15 et 50.
ATaller, 'automobiliste roule 4 50 km.h~!; au retour,
il roule a 75 km.h™1.

a.x+l =3
X

etx=0.
Les solutions sont

b 43 _
x-1 x-2
- 4(x-2)-3(x—1)+(x-1)(x-2)
x-1
o x2-2x-3=0etx=1.
Les solutions sont —1 et 3.

c’est-a—dire

x*-3x+1
X

3+\/E
et
2

=0 x2-3x+1=0

3—\/5.

2

2x+m 2x _9
X xX+m

(2x+ m)(x+m) —2x* - 2x(x + m) B

x(x+m) N
S -2x>+mx+m?=0etx=0etx#-m.
Sim =0, 'équation n’a pas de solution.

Sim#0,1'équation a deux solutions : Y etm.

2
-x+1 +4
q X TXHL X
x*—2x+2 x+2

(= x+1)(x+2) - e+ ) x* —2x42)

=0

(x? 72x+2)(x+2)
o -x2+5x-6=0etx#-2.
Les solutions sont 3 et 2. )
1 14 1+14(x+3)+3(x —9)
b. — + =3 =
x*-9 x-3 x*-9
< 3x%+14x+16=0etx#3 et x=-3.

. 8
Les solutions sont -3 et-2.



a. X?> - 16X + 39 = 0 a pour solutions 3 et 13,
donc x* - 16x? + 39 = 0 a pour solutions 7\/5 ; \/§ ;

~J13 et V13

b. 3X? - 4X - 4 = 0 a pour solutions —% et 2, donc
3x* - 4x? -4 = 0 a pour solutions et 2.

c. 16X? - 24X + 9 = 0 a pour solution % , donc

16x* — 24x% + 9 = 0 a pour solutions 7§ et % .

a. On pose X = cosx. Léquation 2X>-7X+3=0

. 1 c s .
a deux solutions : = et 3. Ainsi, I'équation

. N 1
2(cosx)2-7cosx+3=0 équivauta cosx = E .
Si on considere des angles géométriques, on obtient
X = 60°; sinon, on obtient, en radians, x = g + 2k
(ke Z) oux= —g +2kn (keZ).

1 .
b. On pose X= st L'équation 6X>-11X-7=0a
X

. 1 7 TR .
deux solutions : - et 3 Ainsi, I’équation
11 . N 1 1
6 __ -7=0équivaut a| —— = —— ou
(x-2) x-2 x—-2 2

1 = U , c’est-a—-direx=0oux= 17 .

x-2 3 7

c. On pose X = Jx . Léquation 5X> +7X-6=0a
% . Ainsi, I'équation

deux solutions : -2 et

5x+7yx —-6=0a pour unique solution % .

a. Le réel x est non nul. Ainsi :

70 x> -3x-70
x-——=3 =0
x+y=3
y o X o X
xy =-70 70 70
y:-— y —
X X

Les solutions du systeme sont les couples (-7 ; 10)
et (10;-7).

b. La solution du systeme est le couple (6 ; 6).

c. Le systeme n’a pas de solution.

d. Les solutions du systeme sont les couples (83 ; 43)
et (43; 83).

On nomme x et y la largeur et la longueur du
champ, en metres. On obtient le systeme d’équa-
tions :
2(x+y)=338
(S) Y
Xy =6328
Le champ est un rectangle de dimensions 56 m
et113m.

.On trouve x=56 ety = 113.

(47 K8

IE'Z'EI"EEI:HI:II'I v e

& J

b. Graphiquement, I'unique solution de 1'équation
7-x=2Vx—4 estx,=2,73.

C. 7T-x=2yx—-4=(7T-x)2=(2vx—-4)2

= x?-18x+65=0.

Cette derniere équation a deux solutions : 5 et 13.
Seul 5 vérifie 7-x= 2Jyx—4 .

Lunique solution est donc 5.

] a.
e

.-.___./-"

Inkerseckinn
neErFE0E0E Y=E P Eeakol

- J

b. Graphiquement, I'unique solution de 1'équation

xX=+2x+2 estx,=5.
C. X=V2x+2=>x2=(V2x+2)2=x2-2x-2=0.
Cette derniere équation a deux solutions : 1+ J3 et

1—\/§.Seul 1+\/§ vérifie x = V2x+2 .

Lunique solution est donc 1+ J3.

X++x+1 =0= x?-x-1=0. Cette équation a

, 1-v5  1+5
deux solutions : — et —

vérifie x++vx+1 =0.
1-V5 x—x+1 11
2 " x4dx+1 5

@5(;:7@):11(“@)@—3”8@.

Or-3x=8+/x+1 = 9x? - 64x - 64 = 0. Cette équation

. Seule la premiere

Pour x #

. 8 e
a deux solutions : —— et 8. Seule la seconde vérifie

-3x=8+x+1.
L'unique solution de l’équation xoyxel 11
x+VJx+1 5

8
est —— .
9
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H] a.2x2-10x+12=2(x-3)(x-2)
b. 3x2+ 7x+ 2= (x+2)(3x+1)

C. 4x*+4x-8=4(x-1)(x+2)

d. 3x2-2x3 +1=(1-x3)2

Bl a. 25x2-70x + 49 = (5x-7)2

b. Pas de factorisation.

¢ x2-x-l= [x-ﬂJ[x_ﬂ]
: _ . :

d. x2+(\/§+\/§)x+\/g:(x+\/§)(x+\/§)
f0) =x(x-1D(x-2)
E a

(x+2)(ax?+ bx +¢) = ax® + (2a +b)x? + (2b +c)x + 2c.
b. a=4, b=1 et c=-18 conviennent.
c. flx)=(x+2) (4x2 +x-18) = (x +2) (x -2) (4x +9).

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

(55 JE
p

l

. J

b. Lafonction fsemble positive sur R.

c. Le discriminant du trinébme est :
A=(-11)2-4x10x3=1>0.

Le trindbme admet donc deux racines réelles
distinctes, ce qui contredit la conjecture faite a la
question b.

d. Les racines du trindbme sont 1 et 3 . On obtient
le tableau de signes suivant. 5

1 3 .

— 00 —_ — o0

* 2 5

T T
) I B N
H -

x — 1 3 + 00
_2x2+8x-6 - 0+ 0«
b.

7
X — 00 — + oo
12
8., 4 1 |
49" 21718 * l *
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C.
X — oo + 0o
-x2+3x-5 -
d.
x e 5-V17  5+417 o
4 4
2x2-5x+1 + ¢ - (> +
B a
3
X - g 2 + o0
T
(5x-3)(2-x) - 0+ (? -
b.
(r+ 12 -4 +2)2 = (x+1) = 2(x +2)) ((x +1) + 2(x +2))
= (~x-3)(3x +5).
x -0 -3 2 + 00
3
(x+1)2 ‘ ‘
—4(x+2)? - -

c. (2x+1)(x-3) - (6x*+3x) = (2x+1)(x -3 -3x)

=(2x+1)(-2x-3)

3 1
X — - - + oo
2 2
2x+1)(x-3) \ \
- (6x2 + 3x) B ([) * ([) B
d.
x —o0 + o0
—(x+2)2-3 -

B Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 342.

B Les ensembles de solutions sont :

a.:|—oo;*z [u]§ ;+oo[ b. [—oo;—SIU}j ;0[
2 3 3
] 1 [ ]3 [
C. |00, — |U|— ;+©
4 2

@] Les ensembles de solutions sont :

a. |-o0;—2]U[1l;2]U[3 ;400

b. ]-oo; 3[u}i 2[U]5;+m[
[ :|—oo,f—:|u:|§ ;E |:U[5;+oo[
7 2 5




[El Les ensembles de solutions sont :
a. ]—oo;—4]u|:§ ;+oo|:

2
b. 1-3;0[U]1; 3[U]9 ;+oo[

c.}—7;l [u] 22 ; I[U]S ;+oo[
2 29

a. Pour tout réel x,
2x2-9x+ 13- (2x+ 1) =2x* - 11x +12.

A . 3 ..
Ce trindme a pour racines 5 et 4.1l est positif sur
3 .
:|—oo ; 5] et sur [4 ; +oo[. Sur ces intervalles, la para-
bole ? est au-dessus de la droite d.

Sur] % ; 4}, P est au—dessous de d.

b.
( 1
i
& J
(63 JE
e 7
& J

b.etc.
Pour tout réel x, x2 +4x -1 — (-x? +x +4) = 2x? +3x -5.

A . 5 .
Ce trindme a pour racines > et 1. Il est positif sur

]—m ; —g ] etsur[l;+oo [.Surcesintervalles, la para-
> ; 1].
2

a. Le discriminant du trindme x? + 2x + 2 est
strictement négatif (A = —-4), donc le trin6me ne
s’annule pas (il est strictement positif). La fonction f
est définie sur R.

b.

bole & est au-dessus de la parabole ?’. Sur| —
% est au—dessous de P’.

( )

ST

La courbe ‘6;semble entierement comprise entre les
droites d’équations y=-2 ety =4.
)
c. Pour tout réel x, f(x) +2 = ZM . Le
X +2x+2
numérateur est un trindme de discriminant stricte-
ment négatif (-4) ; le numérateur est donc stricte-
ment positif. On en déduit :
pour tout réel x, -2 < f(x).
2
Pour tout réel x, f(x) -4 = 4% .
X +2x+2
De méme que ci-dessus, on montre :
pour tout réel x, f(x) < 4.
Ainsi : pour tout réel x, -2 < f(x) < 4.
La conjecture faite a la question b. est bien établie.

d. f(‘/gz‘?’J -1-45.

Pour tout réel x,
(1 +\/E)x2 +2(\/§—1)x+2(\/§— 2)
ﬂx)—(l—\/g): X +2x+2 '
Le trindme (1+\/§)x2 +2(\/§—1)x+2(\/g—2) a un
discriminant nul. On en déduit :

pour tout réel x, f(x) —(1 - \/g J = 0.
Le minimum de la fonction f est donc :

1- \/g =~ —1,24. 1] est atteint en

Raisonnement logique

(] a. Faux. Contre-exemple : pour tout réel x,
fX)=-x?+2x-1=-(x-1)2<0 et A=0.

b. Vrai. Si A = 0, le trindme f admet au moins une
racine, donc f ne peut étre strictement inférieur a 0
sur R.

c. Faux. Contre-exemple : pour tout réel x,
f)=x>+2x+2= (x+1)?+1=0 et A=-4<0.

d. Vrai. On peut prouver (cf. exercice 70) que b est le
produit de —a par la somme des racines (ici 0).

e. Vrai. f(1) =a +b +c.

f. Faux. Contre-exemple :

soit f: x— x2 + x +2. f(-1) =2 # 0.

g. Vrai. f(0)=ax0?+bx0+0=0.

h. Vrai. On peut procéder par disjonction de cas
(a <0 puis a>0) en utilisant le tableau récapitulatif
du cours. On peut aussi écrire : il existe un réel o tel
que af(a) est strictement négatif, c’est-a—dire :
(aa)? + abo + ac < 0. On en déduit :

A =b?-4ac> b+ 4(ac)? +4aba = 2ac + b)?> = 0. Le
trindme f a deux racines distinctes.

=~-0,38.

m a. Faux. Contre-exemple : x—x? + 1
et x— —x? + 2x.
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b. Faux. Evident si la droite est parallele a ’axe
des ordonnées. Si '’équation de la droite est de la
forme y = mx +p, alors x est solution de 'équation
ax? + (b — m)x + (c - p) = 0 qui admet au plus deux
solutions.

c. Vrai.Ona: x**-(m+D)x*+m=0ox2=m ou
¥*=leox= —\/E oux= \/E oux=-1oux=1 (car
m = 0). Les réels -1 ; 1 ; —Jm et \/m sont tous
distincts car m > 1.

1.a. (P,) : «Si A < 0, alors, pour tous réels x, et
Xy, ona:flx)f(x,) =0.»

b. D’apres le cours, si A est négatif, le signe du
trindme f est constant. On a bien : pour tous réels x,
et x,, f(x;)f(x,) = 0.La proposition (P,) est vraie.

c. Sacontraposée étant vraie, la proposition (P,) est
vraie.

2. a. (Py) : «SiA >0, alors il existe deux réels x, et x,
tels que f(x)f(x,) <0.

b. La proposition (P3) est vraie. Le tableau de signe
du trindme dans le cas ou1 A > 0 le prouve.

[F 1. Soit A le discriminant du trindme f. On a :

A =b?-4ac> b? = 0. La proposition (P,) est vraie.

2. a. (P,) : « Sil'équation f(x) = 0 n’admet pas deux
solutions distinctes, alors ac = 0.»

b. (P,) est la contraposée d’'une proposition vraie,
donc elle est vraie.

3. a. (P3) : « Sil'équation f(x) = 0 a deux solutions
distinctes, alors ac < 0.»

b. La proposition (P;) est fausse. Contre—exemple :
f:x—x?-3x+2adeuxracines (1 et 2) et ac > 0.

m a. D’apres le cours, un polyndéme de degré 2
admet au plus deux racines, donc f ne peut pas étre
un polyndme de degré 2.

b. Si g est une fonction polynéme de degré 2, alors
f:x— g(x) -3 l'est aussi. On a alors :

f(1) = f(4) = f(5) = 0 ce qui est impossible d’apres la
question a. La fonction g ne peut pas étre un poly-
nome de degré 2.

Restitution des connaissances

1. Pour tout réel x,

f@) =ax-x)x-x,)= ax?— alx; + X)X + ax,x,
=ax*-aSx +aP=ax?+ bx +c.

On montre, en considérant f(0) et f(1) par exemple,

queS:—é etP= 3.
a

a
2. a.On utilise I'égalité x, = <
ax
DroB_2 !
2712 37
ii) x. 6 __E
T2 7
iii) 2 _ 1
2T com) o mS
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s

i) x,=1donc x,=——.
ii) x, =-2 donc x, =
iii) x, =—1 donc x,= —— =

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 342.

Prét pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 342

Problémes

Ed a. Le format du rectangle ABCD est % Le

format du rectangle EBCF est LLK . Ainsi, si ABCD
_t

L-t'
P s . L(L s

On en déduit L(L- /) = (? puis i 1|{=1 c'est-a—

, e e L
est un rectangle d’or alors on a I'égalité T

dire ®> - ® = 1. On a bien : ®? = ®+1.
b. Les deux solutions de 'équation x?>—x—1=0sont

1-+/5 1++/5 i
5 . Seule la seconde est positive. On

2 et 2
en déduit: ® = % (= 1,618). -
1 et 2. Construction sur GeoGebra. @
3. Ladroite d,, et la parabole % ont :
a. deux points d’'intersection pour m > 2;
b. exactement un point d’'intersection (le point E de
coordonnées (-2 ;-2)) pour m=2;
c. aucun point d’intersection pour m < 2.
4. Les abscisses des points d’intersection de la
droite d,, et de la parabole % sont les solutions de
I'équation x? + 6x +6 = 2x + m, c'est-a—dire :
x%2+4x+ (6—m) =0. Le discriminant de cette derniére
est A = 4(m -2). L'étude du signe de A redonne les
résultats trouvés a la question 3.
5. a.Le point C semble se déplacer sur la droite
passant par E, parallele a I’axe des ordonnées.
b. Le point C est défini lorsque m > 2. Les solutions
de I’équation x? + 4x + (6 — m) = 0 sont alors

$=—2—Vm—2 et -2+yYm-2.0na:
A(-2-Vm-2 ;2(-2-Vm-2)+m)
etB(-2+Vvm-2 ;2(-2+vm—-2)+m).

On en déduit: C(-2 ; m —4). De plus, m > 2 équivaut




am-4>-2.Lorsque m décrit 'intervalle ]2 ; +oo [, le
point C décritla demi-droite d’origine E, définie par
x=-2ety>-2 (E est exclu).

(.31 Traduction

= Lors d’'une partie de golf on peut assimiler la
trajectoire en 'air de la balle a une parabole. La
figure suivante représente une telle parabole.
(sur I'axe des x : distance depuis le départ de la
balle (en metres) ; sur I'axe des y : hauteur (en
metres))

a. Quelle est la hauteur maximale atteinte par la
balle ? A quelle distance du départ atteint-elle a
nouveau le sol ?

b.Une des équations suivantes est celle de la
parabole représentée :

[A] y=-0,008x*+45 [B]
[C] y=0,008x2-1,2x.
Quels sont les criteres permettant d’éliminer
les deux équations qui ne décrivent pas la para-
bole ?

c. Une autre trajectoire est donnée par’équation
y=x(0,6-0,005x). Répondre a chacune des ques-
tions suivantes en justifiant la réponse.

* A quelle distance du point de départ la balle
atterrit—elle?

A quelle hauteur se situe la balle lorsqu’elle
passe a la verticale du poteau des 50 m ?

e A la verticale de quel poteau passe-t-elle
lorsqu’elle atteint la seconde fois cette hauteur ?

y=-0,008x% + 1,2x

a. Par lecture graphique, on trouve que la hauteur
maximale atteinte par la balle est 45 m ; elle atterrit
a 150 m du point de départ.
b. Lorigine O du repere est sur la trajectoire (c’est le
point de départ), mais ses coordonnées (0 ; 0) ne véri-
fient pas la premiere équation : on peut exclure [A].
La parabole étant « tournée vers le bas », on sait
que le coefficient de x? est négatif : on peut exclure
I’équation [C].
c. Les réponses aux trois questions sont les
suivantes.
¢ La balle atteint le sol lorsque y vaut 0. On résout
I’équation x(0,6 — 0,005x) = 0, qui équivaut a x =0 ou
oo 06
0,005
point de départ de la balle. On en déduit qu’elle
atterrit a 120 m de ce point.
Quand x vaut 50, ona:y=50(0,6 - 0,005 x 50) = 17,5.
¢ La balle est a 17,5 m d’altitude lorsqu’elle passe a
la verticale du poteau des 50 m.
e Par symétrie de la parabole, on sait que la balle
repassera a l'altitude 17,5 m lorsqu’elle aura
parcouru 120 - 50 metres. Elle passe alors au—dessus
du poteau marqué 70 m.

= 120. La premiere valeur correspond au

m Le point T(x ; 0) appartient au cercle de
diametre [RS] si et seulement si TR + TS? = RS?,
c'est-a—dire x2 + 1 + (a -x)% + b*> = a? + (b-1)?, C’est—
a-dire 2(x? — ax + b) = 0. On retrouve bien le résultat
demandé.

m a. La trajectoire théorique des premieres
2

outtes est donnée par y = h— ——
g pary= A

b.

VA,

c. Les gouttes sortant des trous du haut et du bas
tombent au sol au méme endroit. Celles qui sortent
du trou central tombent un peu plus loin de la
colonne. On le vérifie par le calcul :

X =x;= JAx1x3 = 23 =~3,46
et x,= V4x2x2 =4,

EXl Le point O est le centre de gravité du triangle
ABC, donc OD = g .

[DH] est une hauteur du triangle équilatéral DEF de
cOté a, donc DH = a—\/g .

Le triangle OEH est rectangle en H, doncon a:
OE? = EH? + HO?, c’est-a—dire

2 2
o (a) ,[aB R]
2 2 2
On résout ainsi 'équation du second degré, d’in-
2
connuea: a’ +aR—;/§—%=O

R . Pour

V15 -3
4

La seule solution positive est: a =

R =50, on trouve, a 102 pres : a = 26,76.
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Le triangle CHO, est rectangle. On a donc :
(CO,)? = CH? + (HO,)?, c’est-a—dire

RZ:(R—§)2+(R—11)2-

On résout ainsi I’équation du second degré, d’in-
2

connue a : 5% —3aR + R? = 0. Elle admet deux

. 2R .S
solutions : = et 2R. Seule la premiere est valable
dans le cas présent.

On adonc: a=§R.

P .
EE) onrésout: P+ mP =459, c’'est-a-dire :

P2 +100P - 45900 = 0.
Cette équation a deux solutions : —270 et 170. On en
déduit P = 170.

Soit x le prix de vente, en centimes, d'un exem-
plaire du journal. On modélise la situation pour
obtenir le nombre d’exemplaires vendus
600—40*=190
5

En appelant b(x) le bénéfice réalisé, ona:
x-100

5

b(x):(x—45)(600—40 ]=8(x—45)(175—x).

Le bénéfice maximal est réalisé pour

175+45

X=——
2

=110 (soitun prix de vente de 1,10

euro).
Le maximum de b est alors 8 x 65 x 65 = 33800 (soit
un bénéfice maximal de 338 euros).

ER a. Soit n le deuxieme des nombres cherchés.

On résout :

(n-1)2%+n?+ (n+1)? = (n+2)? + (n +3)?, c’est-a—dire

n?-10n-11=0.

Cette équation a deux solutions: 11 et -1.

Les deux suites vérifiant la propriété sont :

10;11;12;13;14 et-2;-1;0;1;2.

b. 102 + 112 + 122 = 100 +121 +144 = 365 = 132 + 142
10° +11%7 +12% +13% +14°

donc =2.
365
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EXd soita, bleslongueurs des cotés de 'angle droit
du triangle, et c¢ la longueur de son hypoténuse.
D’apres le théoreme de Pythagore, on a: a® + b? = ¢%.
Etl’énoncé donne : a? + b? + ¢? = 338.

On en déduit : a? + b2 = 2 =169, d’oli c = 13.

De I'énoncé, on tire : a + b = 30 — ¢ = 17, d’ol
b=17-a.

On a donc : a? + (17 - a)2 = 169, c’'est-a—dire
a?-17a +60 = 0.

Cette équation a deux solutions : 12 et 5.

Les trois cOtés du triangle mesurent 5; 12 et 13.

YA Traduction
Deux dindes
« Ensemble, ces deux dindes pesent 20 livres »,
dit le boucher. « La petite colite deux cents par
livre de plus que la grande. »
Mrs. Smith emporte la petite dinde pour 82 cents
et Mrs. Brown paie 2,96$ pour la grande.
Combien pese chacune des deux dindes ?

3|

Soit x et y les poids respectifs (en livres) de la petite
et de la grande dinde. La mise en équations de

x+y=20
I'énoncé donne : 182 296 o ol x et y sont des
X y

réels strictement positifs.
En remplacant y par 20 — x dans la seconde équa-
tion, on trouve successivement :

82_ 296, 82_296+40-2x 82 336-2x

x 20-x " x  20-x ' x 20-x
. 41 168-x
puis — = .
X 20—-x

Les produits en croix étant égaux (x # 0, x # 20), cette
équation équivaut a:

41(20-x) =x(168 —x), c'est-adire x2—209x + 820 =0.
Le discriminant du trindme x? — 209x + 820 est
A = 40 401 = 2012 ; ses racines sont donc

209-201 209+ 201
X, =——=4 x, =————=205. Cette
2 2
derniere solution est exclue car la somme des réels

positifs x et y vaut 20.

Onobtient: x=4ety=20-4=16.

La petite dinde pese 4 livres et la grande pese
16 livres.

EX] En appelant x le nombre initial d’étudiants et
yla participation initiale de chacun de ces étudiants
(en euros), on obtient :

xy =60
{(x —-4)(y+2,5)=60
xy =60 o
2,5x-4y-10=0

y

c’est-a—dire {



8
y(3y+4J=60 2y* +5y-75=0

8 x:§y+4
x=gy+4 5

La seule solution positive de 2y* +5y 75 =0est5
15 .

('autre est - ). On obtientdonc:y=5etx=12.

1l y avait initialement 12 étudiants dans le groupe.

m On appelle x la hauteur du pavé droit (en
centimetres). Sa longueur et sa largeur sont donc
x+3 et x—2. Laire latérale vaut 180 cm?, doncon a:
2(x(x +3) + x(x =2) + (x —2)(x +3)) = 180, c’est—a—dire
3x2+2x-96=0.

. i . . 16
La seule solution positive de cette équation est Y

('autre est —6).

Les dimensions du pavé droit sont donc : % ; ?

25
et ? (en cm).

m Soit x et y les deux nombres cherchés, avec
x<y.0On obtient:

y—-x=>50
{xyf(x+y) =50
c’est-a—dire {y =50+ x

x(50+x)—(x+50+x) =50

y=50+x
{xz +48x-100=0
L'équation x? + 48x — 100 = 0 a deux solutions : — 50
et2.
Les couples solutions du probleme sont donc :
(-50;0) et (2; 52).

C
E E
A D B
Onposex=ADety=AE Onaalors: %:S_Tx,puis
3
=—(8-x).
y 4( )

Laire du rectangle ADEF est donnée par :
a(x) = %(SX —x?) . Elle prend son maximum en 4.

Elle vaut alors 12 cm?.

A 1.73+87n-287=n3 on= 287 .

87
Lorsque m = n, I'équation n® + 87n-287 = m3 n'a pas
de solutions entieres.
2. Léquation n® + 87n — 287 = (n +1)3 a pour solu-
tions 4 et 24.
L'équation 73 + 87n — 287 = (n +2)® n’a pas de solu-
tions.
L'équation n® + 87n - 287 = (n -1)3 n’a pas de solu-

—42+~2622

tions entieres (les solutions sont 3

et —-42—-+2622
—
Léquation n® + 87n — 287 = (n -2)% a pour solution

N s -31
entiere 3 (I’autre est > ).

On a donc trouvé les couples d’entiers (n ; m) solu-
tions suivants : (4; 5), (24 ; 25) et (3; 1).

3. a.n®+87n-287=(n+p)®

© 3pn? +3(p?-29)n +p° + 287 = 0.

Le discriminant est A = (3(p? —29))2 - 4 x 3p(p® +287)
=—3p*—522p% - 3444(p-3) - 2763.

b. Le réel A est une somme de termes négatifs et de
termes strictement négatifs (p = 3), donc il est stric-
tement négatif. Léquation n’a donc pas de solution.
4. a.n3+87n-287 = (n-p)®

& 3pn? +3(-p? +29)n +p3 - 287 =0.

Le discriminant est A = (3(-p? +29))?

-4 x3p(p®-287) =-3p* - 522p? + 3444p +7569.

De plus : -3((p® + 7p? + 223p + 413)(p -7) + 368)
=-3p* - 522p? + 3444p +7569.

Ainsi,on a:

A=-3((p3+7p*+223p +413)(p-7) + 368).
Sip=7,leréel A est strictement négatif. L'équation
n’a donc pas de solution.

b. Sip=3,A=12960et VA =36+10 gN.
Sip=4,A=12225et VA =5./489 ¢N.
Sip=5A=9864 et VA =6+274 gN.

Sip=6,A=5553 et VA =3/617 gN.

c. Les coefficients des équations du second degré
correspondantauxcasp=3,p=4,p=5etp=6sont
entiers. Leurs solutions ne peuvent donc étre

entieres( \/X zN).

5. Nous avons prouvé que les seules solutions sont
les couples d’entiers (n; m) suivants: (4 ;5), (24 ; 25)
et(3;1).

m 1. Soit x un entier naturel compris entre 0 et
99, et a et b les deux entiers naturels compris entre 0
et 9 tels que x = 10a + b.
Ona:x?-10x- (22 + ab) =0 (E).
Le discriminant de cette équation est :

A =4(47 + ab).
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L'équation (E) est a coefficient entiers. A, et donc
47 + ab, doivent étre des carrés parfaits pour que (E)
admette une solution entiere. De plus: 0 < ab < 81.
Les seules possibilités sont :
ab=2;ab=17;ab=34;ab=>53;ab="74.

En résolvant (E), on trouve les valeurs correspon-
dantes :

x=12;x=13;x=14;x=15;x=16.

Seule la valeur 12 répond a la question posée.

2. a.Pour tout entier I compris entre 1 et 99, on
évalue le produit P des chiffres de I, puis on affiche I
s'il est solution de I'équation x> — 10x - 22 = P.

b. Samuel a étudié tous les cas possibles grace a
son programme. On considere qu’il a démontré le
résultat demandé.

a. On constate :

i/\/3+2xi/\/372:g/(\/§+2)(£fz):%/I:l

W+3a—a=(5+2-Y5-2)
+3(5+2-Y5-2)-4
-5 +2-3035+2 x 5+2
x V5-2)+3(5+2 x 52
x W5-2)-(\5 -2)
+3(5+2-Y5-2)-4
=—35+2 x 1) +30 x Wb-2)
+3(5+2-s-2)=0.

b. Pourtoutréel x, x3 +3x-4=(x-1)(x®+x +4).

c. Léquation x? + x + 4 = 0 n’a pas de solution (le
discriminant vaut —15).

Donc le seul réel x tel que x® + 3x-4=0est 1.
Onadonc:a=1.

15 .
I3 On constate que : a=2+—, donc a vérifie
a

I'équation a? — 2a - 15 = 0 dont les solutions sont -3
et 5. Or a est clairement positif.
On en déduit : a = 5.

M3 soit x le nombre de carreaux blancs sur le coté
du petit carré blanc. On doit résoudre :

X2 + (x +8)2 = 1000, c’'est—a—dire x2 + 8x — 468 = 0.
Cette équation a deux solutions : 18 et —26. Seule la
premiere est positive.

On utilise donc 2 x 18 x (18 + 8) = 936 carreaux gris.
1.Parexemple:ﬁ:ﬁ+§]:ﬁ+ﬁ5:ﬁ€
donc IJKL est un parallélogramme.

2. Soit alalongueur AB et x la longueur Al

a. Lorsque BC = 2AB, l'aire du parallélogramme

IJKL est :
(x(a - x) N x(Za fx))

Ax) =2a*-2
2 2

=2a%-x(3a-2x) = 2x* - 3ax + 2a?.
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03434 pinsi 1
x2 4

est aux trois quarts de [AB] en partant de A.

b. Lorsque BC = 3AB, l'aire du parallélogramme

IJKL est :

Le minimum de # est pris en

x(a 7x) x(3a - x))

Ax) =3a%-2 +
2 2
=3a? - x(4a - 2x) = 2x* — 4ax + 3a®.
Le minimum de  est pris en —(-4a) =a .Ainsilest
X2
confondu avec B.
I 1.a.etb.
4 )
\\
b “ i ? LY -?
5 - :
L of .
L !
T W
, 2
i
IJ
\_ : Wy,

Le lieu ¥ des points H semble étre une parabole.
On vérifie a I'aide du logiciel I'égalité :

(E) KH = KA+KB+KC .

2. a.

b. Une équation du lieu & des points H semble étre
y=x%
3. On vérifie a I'aide du logiciel la conjecture du
2.b.
4. a.Le point K est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC, donc K appartient a la médiatrice du
segment [AB] qui est ’axe des ordonnées. On a donc
Xg=0.
b. De méme, KB = KC. On en déduit :
(1-02+(1-y?=(x-02+0-yp?

2-x?

puis yx =

2 2
Les coordonnées de K sont (0; 2x ] .

c. Légalité KH =KA+KB+KC se traduit sur les
coordonnées :



Xy =X
2 2
—-X 2—-Xx
- =2-3
Yy )
X, =X
c’est-a—dire 2 )
v, =2-22 ;=

Une équation du lieu ¥ des points H est bien y = x2.

m 1. a. et b. Pour r < 1,65 (environ), ? et € n'ont
pas de point commun.

Pour r=1,65, ? et 6 ont deux points communs (% et
‘¢ sont tangents en ces points).

Pour 1,65 < r< 3, ? et € ont 4 points communs.
Pour r =3, ? et 6 ont trois points communs (dont
un point de tangence).

Pour r > 3, ? et ¢ ont deux points communs.

c. Pour r = 1,65 (environ), les points d’intersection
ont pour coordonnées (1,6 ;-0,5) et (-1,6;-0,5).
Pour r = 3 (environ), les points d’intersection ont
pour coordonnées (0;-3), (2,24 ; 2) et (-2,24; 2).

2. a.Le point M de coordonnées (x ; y) appartient
au cercle € si et seulement si OM = r, c’est-a—dire
xX2+y?=r2

b. et c. M(x ; y) appartient a P et € si et seulement

si:
2

2,2 g2 X +(x*-3) =12
{x J; r , C’'est-a-dire ( ) R
y=x"-3 y:x2—3
x*—5x"+9-r=0 (E)

y=x"-3 '
3. a.On pose X = x2.
Le discriminant de X2 -5X+ 9 — 1% est

A=25-4(9-1r%) =4r>-11.
Si0<r< g ,’équation (E) n'a pas de solution. Pas

de point commun.

Sir= E,alorsX: E,puisx: 7\/§0ux: \/E
2 2 2 2

L'équation (E) a deux solutions. Deux points
communs.

Vi1

Si % <r<3,alors0<4r2-11<25donc

xo Va1t 42r 11>00u)(:45+“4; LEY

L'équation (E) a quatre solutions. Quatre points
communs.

Sir=3,alors X=0ouX=5, doncx:Ooux:—\/g ou
X = \/g . L'équation (E) a trois solutions. Trois points
communs.

b. Lexploration du 1. a permis de voir que les cas
de tangence se produisent lorsque % et ¢ ont deux

ou trois points communs (0 < 7 < 3).

1 .
Lorsque r = ——, les points communs ont pour

2
coordonnées —\/5 ; —l et \/5 ;—l . Ce sont
2 2 2 2

des points de tangence.

Lorsque r = 3, les points communs ont pour coor-
données (0;-3), (-5 ;2) et (/5 ;2). Seulle premier
est un point de tangence.

m l.a.

\ [ Y,

On peut conjecturer que l'aire du triangle OMA est
maximale lorsque x = % .
b. Il semble que, pour a > 0, I'aire est maximale
a
lorsque x = 3"
2. a.Pour toutréel xde [0; al,
s [y (afx)(x2+a2)

a
fw="F |G |=5xax).

Q

. . . a
b. Lafonction fest strictement croissante sur [0 ; 5 ]

. L a
et strictement décroissante sur {E ; a]. Elle prend

(l3
? .
Laire de OMA est maximale lorsque 1’abscisse de M
est g ; la valeur de cette aire est %3 .

(111 8

. a .o a
donc son maximum en 3" Celui—ci vaut j( 5 ) =

1 n
n+1 n+1
Tiragse # .
dans B, B N
3 . n 3 : n_
n+3, n+3 n+3 n+3
i P
Tirage i . 4 \
dans B.: B M B N
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b. Soit p, la probabilité de tirer successivement

deux boules blanches. Ona: p, = 3 .
(n+1)(n+3)
p;= 1 o n+1)(n+3) =360 @ n?+4n-357=0.

T 120
La seule solution positive de cette équation est 17
('autre est —21).

;01—L o n=17.

7120
c. Soit p, la probabilité de tirer successivement
2
deux boules noires. Ona: p, = S LS
(n+1)(n+3)

P,= % =25(n+1)(n+3) =32n = 7n?-100n-75=0.
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La seule solution positive de cette équation est 15

(I'autre est —g ).

p,= % & n=15
. pr< ! = < !
1000 (n+1)(n+3) ~ 1000

o n?+4n-2997 > 0.

Les racines du trindme n?> + 4n - 2997 sont
—-2-+/3001 et —-2++/3001 (=52,78).
A partir de n =53, la probabilité de tirer successive-

e . 1
ment deux boules blanches est inférieure a 1000 °



2. Etude de fonctions

. . 2 .
Objectifs et pré-requis
Afin de poursuivre 1'étude de problemes relevant de la modélisation, on introduit dans ce
chapitre deux nouvelles fonctions de référence, les fonctions racine carrée et valeur absolue.
L'utilisation de logiciels de géométrie dynamique et de calcul (formel ou scientifique) est tout parti-
culierement recommandée dans les exercices de ce chapitre.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues

Fonctions de référence x —/x et x - x| * Connaitre les variations de ces deux fonctions et
Sens de variation des fonctions u+k, Au, \u et |leur représentation graphique.

* Démontrer que la fonction racine carrée est
croissante sur [0 ; +oof.

fonction constante et \ un réel. « Justifier les positions relatives des courbes repré-
sentatives des fonctions x — x,x > x%,x \/; .

1 . . .
—, la fonction u étant connue, k étant une
u

» Exploiter ces propriétés pour déterminer le sens
de variation de fonctions simples.

I Fonctions racine carrée et valeur absolue

@ a. Voici la représentation graphique de la fonction f.

La fonction f semble croissante sur [0 ; +ool.
b. Quels que soientlesréelsaet btelsque 0 <a<b,

_ _(@7\/;)(\/5+\/E)_ b-a
fb)-fl@y=b-a-= N "L

b-a>0,donc f(b)- f(a) >0, c'est-a-dire f(a) < f(b). La fonction f est strictement croissante sur

[0 ; +oc[. Voici son tableau de variations.

X 0 +00

x-—>\/; 0/
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VA
4

A

/

d. Lasymétrie d’axe A échange I’axe des ordonnées et I’axe des abscisses. Ainsi, les points M(x ; y) et
M’(y; x) sont symétriques par rapport a la droite A. (On peut aussi démontrer, a I'aide des coordon-
nées, que le milieu I du segment [MM’] est sur la droite A, et que le triangle OMM’ est isocele en O,
donc que A est la médiatrice du segment [MM’].)

e. Mx;y)e €=x=0ety= \/; oy=0etyP=xMy;x) e P.

f. Les courbes ¢ et % sont symétriques par rapport a la droite A.

a. Voici la représentation graphique de g
sur I’écran de la calculatrice.

|

La courbe semble composée de deux demi-droites d’origine O, symétriques par rapport a I'axe des

ordonnées. La fonction g semble décroissante sur ]-oo ; 0] puis croissante sur [0 ; +oo[.
b. Sur l'intervalle |- ; 0], on a g(x) = —x, donc la fonction g est décroissante sur |- ; 0] ; sur l'inter-
valle [0 ; +oo[, on a g(x) = x, donc g est croissante sur [0 ; +oo[. Son tableau de variation est le suivant.

X —o0 0 +00

xel | TTTTT——— , ——

c. Six=0,alors g(x) = x et g(-x) =—(-x) = x.

Six =<0, alors g(x) = -x et g(-x) = —x.

On en déduit : pour tout réel x, g(-x) = g(x).

Ainsi, les points M(x ; g(x)) et M’ (—x ; g(-x)) ont des abscisses opposées et des ordonnées identiques :
ils sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées. La courbe représentative de g est symétrique
par rapport a I’axe des ordonnées.

38 ¢« 2. ETUDE DE FONCTIONS



. . s 1 ~
20 Fonctions associées u + k, ku, Ju et u @

O a

b. Le vecteur MN a pour coordonnées (a—a; (u(a)+2) — u(a)), c’est-a-dire (0 ; 2). Il ne dépend pas de
la valeur de a. On pose v = MN.

c. On peut donc obtenir la courbe de f a partir de celle de u grace a la translation de vecteur
70;2).

d. On retrouve le méme résultat pour d’autres valeurs de k : la courbe de f est déduite de celle qui

)
[
)
)
1
'

représente u grace a la translation de vecteur v(0; k).

© a. Voici une copie de I'écran obtenu a I'aide de GeoGebra.

b. Les fonctions x—2u(x) et x—0,5u(x) ont le méme sens de variation que la fonction u. Les fonc-
tions x——u(x) et x——3u(x) ont le sens de variation contraire de celui de la fonction u.
c. Soit k un réel strictement positif. Pour tous réelsa et b,on a:

&

J

fil@ =< fi(b) © ku(a) < ku(b) & ula) < u(b).
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Ainsi, les fonctions u et f; ont le méme sens de variation.

Soit k un réel strictement négatif. Pour tous réelsa et b,on a:

fill@) < fi(b) & ku(a) < ku(b) < u(a) = u(b).
Ainsi, les fonctions u et f; ont des sens de variation contraires.

On obtient les tableaux de variations suivants.

X -4 0 4
k>0 X = ku(x) \ k /
k
k<0 x — ku(x) / \
© a. Voici une copie de I'écran obtenu a 'aide - N

de GeoGebra. .

b. Les fonctions u et x — +Ju(x) semblent

avoir le méme sens de variation ;

w

. 1 .
les fonctions u et x— —— semblent avoir

des sens de variation contraires. _

c. Voici une copie de l'’écran obtenu (
al’aide de GeoGebra.
3 3
Ona:2x+3=0sx= ) et2x+3=0x= 5
Ainsi, la fonction x — u(x) est définie sur
3
- 4
2
. 1 P
et la fonction x — —— est définie sur
u(x)
-4; Blo)3 ;4. ?
2 2
Sur chacun des intervalles ou ces fonctions sont
définies, on retrouve les résultats obtenus a la ques-
.

tion b.
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d. Voici une copie de ’écran obtenu a I'aide de GeoGebra.

r

a=107

Ona:x3+3x2=0=x=-30ux=0

et

¥+3x2=0<x=-3.

Ainsi, la fonction x — u(x) est définie sur [-3;-4[ et la fonction x — ﬁ est définie sur
u(x

[-4;-3[U]-3;0[U]0; 4].

Sur chacun des intervalles ol ces fonctions sont définies, on retrouve les résultats obtenus a la ques-

tion b.

e. Sur chacun des intervalles ol ces fonctions sont définies, les fonctions u et f: x— Ju(x) semblent

. N . . 1 . L
avoir le méme sens de variation ; les fonctions uetg: x — ﬁ semblent avoir des sens de variation
u(x

contraires.
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Corrigés des Travaux pratiques

TICE 1 Fonctions f+get fg @

@ Fonctionf+g
a. Voici le résultat obtenu avec GeoGebra. (a4 il )

b. Surlintervalle [-4 ;4] : |
la fonction f est croissante ; %8

la fonction g est décroissante ; % ]
la fonction f + g est décroissante. %
c. Surlintervalle [-4;4]:
* la fonction f est croissante ; . p :
¢ la fonction g est décroissante ; — X
* la fonction f + g est croissante. "““*-‘H .
d. Il n’est pas possible d’énoncer une regle -Q%.

générale donnant le sens de variation de la & A 3 _. ‘?\\“‘«-. : 1
somme d'une fonction croissante et d’'une o N
fonction décroissante. - ™ S
e. Enrevanche, la somme de deux fonctions f i ‘\

et g strictement croissantes sur un intervalle I

o, N
semble étre strictement croissante sur I. i i %

La preuve suivante utilise la définition d'une
fonction strictement croissante. L
Soit a et b deux réels de I tels que a < b. Les
fonctions f et g étant strictement croissantes sur I, on a : f(a) < f(b) (1) et g(a) < g(b) (2)

En additionnant membre & membre les inégalités (1) et (2), on obtient : f(a) + gla) < f(b) + g(b).

La fonction f + g est strictement croissante sur I.

Remarque : certains éleves n'ont pas vu comment « additionner » deux inégalités. On peut ajouter
g(a) aux deux membres de (1) et f(b) aux deux membres de (2) avant de conclure.

f. Par un raisonnement analogue, on montre que la somme de deux fonctions f et g strictement
décroissantes sur un intervalle I est strictement décroissante sur I.

© Fonctionfg -
a. Voici le résultat obtenu avec

GeoGebra. ——i————S4
b. Surl’intervalle [-4;4],1lafonction ;
f et la fonction g sont croissantes ;
la fonction f g est décroissante sur
[-4; 0], puis croissante sur [0 ; 4].

c. Sur]0;4], les fonctions f et g sont 4
croissantes, et la fonction f g est '
décroissante (ici, f g(x) = -x). !
d. Il n'est pas possible d’énoncer 5 E

.. -;;:‘\":_ -, - - 1Y

+
[

une regle générale donnant le sens u'f ‘l
de variation du produit de deux fonc- Fooal
tions croissantes sur un intervalle 1. Vi !
Remarque : On peut prolonger le / j|
TP en se posant la question de deux i |
fonctions croissantes de méme ;f *l
]

=3

signe, et chercher la démonstration L F iy 12
de ce résultat. C’est 'occasion de
s’interroger sur la multiplication membre a membre de deux inégalités.
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JyiMar4 Axe et centre de symétrie d’une courbe @

PARTIE A
© a. Voici le résultat obtenu avec [ [ E A
GeoGebra a la fin de la question c..

La courbe € semble symétrique —
par rapport a la droite A d’équation
x=2. ! {
b. c. d. La droite A semble étre la : L —

médiatrice du segment [MM’]. gl “ -

e. Pour tout réel h,

3 L.

1+ 3 , ainsi
h”+1

P 3 =1+ 23 et f2-h)=1+ P 3 =
(2+h) —4@+m)+5 W+l (2-h) —42-m)+5

les points M et M’ ont méme ordonnée.
2+h+2-h . . P )
———— =2, donc la droite A est bien la médiatrice du segment [MM’].

f2+h)=1+

De plus,
Les points M et M’ sont symétriques par rapport a la droite A.
@ a. Lacourbe représentative de f; est symétrique par rapport a la droite d’équation x = — 2. En effet,
f1 est définie sur R et, pour tout réel h, f,(-2+h)=—(-2+h)* —4(-2+h)-1=3-h* = f,(-2-h) .
b. La courbe représentative de f, est symétrique par rapport a la droite d'équation x = 1. En effet, f,
1

est définie sur R \ {- 1} et, pour toutréel h 20, f,(1+h)= ﬁ =f,a-h).

c. La courbe représentative de f; est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées. En effet, f; est
définie sur ]-oo ; —3]UI[3 ; +oo[ et, pour tout réel h de ]-oo ; - 3]UI3 ; +ool, f;(h) = Vh? =9 = f(=h).
On dit que la fonction f; est paire.

ParTIE B
© a. Voici le résultat obtenu avec GeoGebraa (.~ ot i I' h
la fin de la question c. R

La courbe % semble symétrique par rapport |

au point A(-1; 3).
b. c. d. Le point A semble étre le milieu du £ I' i A | . h

segment [MM’]. L
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e. Pour tout réel h,

3 2 3 3 2 3
f(=1+h)=(-1+h) +3(-1+h) +1=h"-3h+3 et f(-1-h)=(-1-h) +3(-1-h) +1=-h’+3h+3.
Le milieu du segment [MM’] a donc pour coordonnées :

(%(—1 +h(-1- h));%(}f ~3h+3+(~h' +3h +3))] , C'est-a-dire (- 1;3) !

Le point A est bien le milieu de [MM’] : M et M’ sont symétriques par rapport a A.

© a. La courbe représentative de f; est symétrique par rapport au point de coordonnées (3 ; - 1). En

4-h etf](?)*h):*ihh donc

effet, f) est définie sur R \ {3} et, pour tout réel h # 0, f,(3+h)=
4-h 4+h
f](3+h)+f](3—h)= hn h
2 2
b. La courbe représentative de f, est symétrique par rapport au point de coordonnées (- 2 ; 0). En

effet, f, est définie sur ]—oo ; — 3]U[-1 ; +oo et, pour tout réel h de |—oo ; —3]U[-1 ; +oo],

-1.

f2(72+h):h\/(72+h)2+4(—2+h)+3:h h?—~let f,(-2-h)=-hJh* -1
onc fz(—2+h)+f2(72fh)=

d

2
JyiM=ElS  €En passant par la riviere @ i o

@ a. b. Voici I'écran obtenu avec le logiciel GeoGebra.
Les courbes (S), (T) et (U) représentent respective-
ment AM, BM et AM + BM en fonction de x.

c. Parlecture graphique, on conjecture que :
¢ le minimum de AM est 1, atteinten 1 ;
¢ Je minimum de BM est 2, atteinten 5 ;

0.

.. . 7
¢ Je minimum de AM+BM est 5, atteint en 3

e a. LepointM estsurle segment [OC], doncle domaine
de définition des fonctions f et g est 'intervalle [0 ; 10].

Pour tout réel x de [0; 10], f(x)= (x—1)2+l et g(x)= (x—5)2+4.

Laisser les expressions f(x) et g(x) sous cette forme facilite I’étude demandée dans la question b.
b. Les fonctions f et g ont les mémes variations sur [0 ; 10] que les fonctions x —(x—-1)2+ 1 et

X +—>(x-5)2+4. On en déduit :

¢ fest décroissante sur [0 ; 1] puis croissante sur [1; 10] ;

e gest décroissante sur [0 ; 5] puis croissante sur [5 ; 10].

c. Pourxe[0;10], f(x) < gx) © (x-1)2+1=< (x-5)2+4 (f et gsont positives) & x < % =3,375.
La courbe %f est en dessous de la courbe %g sur I'intervalle [0 ; %} et au-dessus de la courbe ‘ég sur
I'intervalle [% ; 10} .

Légalité f(x) = g(x) est vérifiée lorsque le point M est équidistant des points A et B, c’est-a-dire
lorsque M est sur la médiatrice du segment [AB].
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o a. Etapes (1) et (2) : on multiplie deux fois de suite le numérateur et le dénominateur par I’expres-

sion conjuguée du numérateur.

b. Empe (3) : on factorise le numérateur en reconnaissant une identité remarquable (ou en utilisant
les résultats sur les trindbmes du second degré).

Le dénominateur D étant strictement positif (preuve faite en (*)), le réel h(x) — 5 a le signe de
(3x—7)2. On conclut.

Etape (4) : on utilise les propriétés du signe d’un trinéme apres en avoir calculé les racines.

c. FEtape (5) : la seule valeur pouvant annuler la différence des deux carrés est x = % .Or % n’appar-

tient pas a la réunion d’intervalles [0 ; 3 — \/g [U]3 + \/E ; 10]. Ainsi, on est assuré du fait que D est
strictement positif.

a. Le point P est le lieu du point M sur le segment ( u D)
[OC]

qui minimise la somme AM + BM.

Voici une copie d’écran obtenue avec GeoGebra.

En effet, la somme AM + BM est égale a la somme
AM + B'M (par symétrie), donc le minimum de ces
deux sommes est atteint pour les mémes positions
de M. 1l est clair que la seconde somme est minimale
lorsque les points A, M et B’ sont alignés, c’est-a-dire
lorsque M est confondu avec P.

b. On attend ici une méthode constructive. Par exemple :

e construire sur le plan le symétrique B’ du point B par rapport au bord supérieur (coté maisons) de
la riviere ;

e construire le point M, intersection du bord de la riviere avec la droite (AB’).

Le point M obtenu est la solution du probleme posé.

Remarque: On peut prolonger cette derniere partie en demandant aux éleves une construction entie-
rement réalisable sur la rive supérieure de la riviere (ce qui pourrait correspondre a la pratique !).
Autrement dit, construire le point M qui minimise la somme AM + BM, sans sortir du cadre.

( N\

(& J

On trouvera quatre solutions a ce probleme dans le numéro de mai-juin 2010 (n°488) du Bulletin de
I’APMEP (pp. 368 - 370). Ce probleme peut étre donné en travail de recherche a des éleves intéressés
par des compétitions mathématiques comme les Olympiades.
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Algoritmique 1 Résoudre une équation par dichotomie @

o

2]

46 2.

Pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +oc], ona: x* +a+ b = —x3 tx"+ax+a+h
x+1 x+1
1l suffit de prendre a = - 2 et b = — 1 pour trouver f(x)=x*-2- % .
a. Lafonction u est strictement croissante sur [0 ; +oc[.
Al'aide des fonctions associées, on montre que la fonction v est strictement croissante sur [0 ; +ool.
b. c. Le sens de variation de la somme de deux fonctions croissantes n’étant pas au programme, on
démontre le résultat en utilisant la définition d’une fonction strictement croissante.
Soit deuxréelsaet b de [0; +oo] telsquea<b:
u(a) < u(b) et v(a) < v(b) donc u(a) + v(a) < u(b) + v(b).
On en déduit le tableau de variations de f:

x |0 1 2 +00

On peut déduire du tableau de variations de 2
. I . / 3

la fonction f que I'équation f(x) = 0 admet | f(x) 3

une unique solution « sur [0 ; +oo[ et que I'on / 2

al’encadrement: 1<a<?2.

a. Voici une copie d’écran d'un tableau réalisé avec Excel.

m P a b b-a
Initialisation 1 2 1
Etape 1 1.5 0,225 15 2 0,5
Ftape? 1,75| -0,10482955 15 1,75 0,25
Etape 3 1,625( -0,03835089 L5 1,625 0,125
Etape 4 1,5625| -0,00767435 15 1,5625 0,0625
Etape 5 1,53125] 0,00755027 1,53125 1,5625 0,03125
Elape b 1,546875| -9,2732E-06 153125 1,546875 0,015625
Etape 7 1,5390625| 0,00126506) 15390625 1,546875| 0,0078125

b. La boucle de I'algorithme n’est plus exécutée des que la différence b — a est inférieure ou égale a
107". Ainsi n donne la précision de '’encadrement désiré (il sera d’amplitude inférieure ou égale a
1077).

c. Cetalgorithme se

o TI82 CASIO 35
programme aisément en
. s ======DICHO ======

langage de programmation ou EEEEE% EICHG N3N 15AS EiEHJ
sur un tableur. £ 19HE 258 - | While B-A>1B7C-N)e
En langage calculatrice, apres ﬁ%’hl le B-A>187¢ .E. { ¢F| ;x%i (MIspa
avoir saisi 'expression de f(x) E'E‘HE-E% ;3_)!?['4)-1? If Px@a
dans I'éditeur de fonctions (en t1+ P ETEE E:Eﬂ
Y1) on obtient les programmes E;r,'gﬁ” I fErncdd
ci-contre. ] ﬁl Ee Hh ileEnde

HITES A

:End E
En saisissant n = 8, on obtient :E?dp a.g
les affichages de a et b suivants : 3 :

1,546818271 et 1,546818279.
On en déduit I'encadrement d’amplitude 10-8 : 1,54681827 < a < 1,54681828.
Chaque étape divise par 2 I'amplitude de '’encadrement qui vaut 1 au départ.

o1 8 < s
On a donc I'inégalité o <10 %, c’est-adire 2™ =10°.

La plus petite valeur de m vérifiant cette inégalité est 27 (en utilisant la calculatrice).
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11 faut donc 27 étapes pour obtenir cet encadrement.

Remarques :

on peut aussi trouver cette valeur en insérant un compteur dans la boucle ;
c’estlal’occasion de s’interroger sur les boucles en « tant que » et sur leur condition d’arrét.

Algoritmique 2 Points entiers sur un cercle ﬁ

PARTIE A

@ D’aprés le graphique, le domaine de définition de la fonction f est D= [—5@;5@} . Voici son
tableau de variations.

x | 565 0 565
565
f . / 5V65 \0

e a. La courbe € est la partie du cercle de centre O, de rayon 5v65 , qui est située au-dessus de I'axe
des abscisses.

= 2 _ 2 2 _
Ainsi M(x; ))e6 < {0M—5@ o {OM =1625 {x +y° =1625

y=0 y=0 y=0
b. On en déduit, pour tout réel x de [—5@ ; 5@] , f(x)=+1625—- x% .
c. Onvérifie: 1625-x2=0<x¢€ [75@ ; 5\/%] .

D’apres les propriétés des fonctions associées, les variations de la fonction carré et celles de f sont
de sens contraire ; on retrouve bien le tableau de variations dressé en 1.

d. De considérations géométriques ou sur la fonction f (pour tout x de Df, f(x) = f(-x)), on déduit
que 6 est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

PARTIE B

@ a. Lalgorithme proposé compte le nombre de points entiers sur le quart de cercle de centre O et de
rayon 5@ , situé dans le premier quadrant (x = 0 et y = 0), extrémités comprises (cette précision
est importante pour la suite de l'activité). Les coordonnées de ces points entiers sont également
affichées en sortie.

b. La partie entiere de 565 vaut 40. Pour les entiers au-dela de cette valeur, la fonction fn’est pas
définie.

@ a. Voici I'algorithme modifié.

Entrée La variable R

Initialisation : Effacer 1a Tiste L1 et 1a liste L2
Affecter a la variable n 1a valeur 0O

Traitement : Pour i allant de 0 a Ta partie entiére de R

Affecter a la variable a la valeur R® - I?
Si a est entier alors
Affecter a la variable n la valeur n + 1
Affecter a la variable L1(n) Ta valeur i
Affecter a la variable L2(n) la valeur a
Fin_du_Si
Fin_du_Pour

Sortie : Afficher n
Afficher L1 et L2
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b. Voici la traduction de cet algorithme en langage calculatrice.

TI82 CASIO 35+

PR tPTSENT ======PTSENT ——i—— =

ngﬁgﬁ F i "RUPRT B
iEffToutListes ClrList «

2= For B+1 To Inta Ed
EFnr*(I » B rartEnt JiRE=12 3Ha
IT(R2-12)3A i e
?FPEELEM’(H 3D Then H+1sHe
:Thern I*LISL 1[N]ﬂ
HIrS e H*List Z2LHI«
I+l 46N IfEnd Hexta
EE;IEEéHEJ L ist 1
iDizF n,Li,La List 2 g

Remarque : 11 est important d’amener les éléves a se questionner sur le test « si D = 0 », sachant que
les nombres manipulés ne sont que des valeurs approchées. Les calculatrices, dans cet exemple, ne
sont pas mises en échec ; dans certains langages, le test « si D = 0 » sera remplacé par

«si D<10"7 » par exemple.

c. En testant cet algorithme sur les exemples proposés, on trouve :

Rayon R 1 \/E 5 Sx/g
Nombre de points 2 1 4 8
Coordonnées des ©:1),(1:0) | (1: D 0;5), (3;49), (5;40), (16; 37), (20;; 35), (28 29),
points entiers T ’ (4;3),(5;0) (29 28), (35; 20), (37; 16), (40;5)

Des constructions sur papier quadrillé confirment les résultats trouvés pour les trois premiers
exemples.

d. Les points entiers sur la courbe ¢ sont constitués par les huit points trouvés dans la question c.
et leurs symétriques par rapport a 'axe des ordonnées, soit seize points (aucun des huit premiers
points n’est sur I’axe de symétrie).

€ 1l suffit d’ajouter un test en fin de programme :
¢ si le premier terme de la liste L1 est nul (c’est-a-dire si le premier point entier trouvé est sur ’axe
des ordonnées), il y a 4(n — 1) points entiers sur le cercle ;
e sinon il y a 4n points entiers sur le cercle.

Probleme ouvert 1 RCTE.CELS @

Le point M est situé sur d; donc ses coordonnées sont de la forme (a; 1) ot a est un réel.
(Choisir la lettre x pour 'abscisse de M peut engendrer des difficultés dans la suite : manipulation
des équations des droites et reconnaissance de ’équation de I’hyperbole.)
Sia=-1,ladroite (AM) est parallele a d, d’équation x = 1 ; le point N n’est pas défini.
l1-a

. . . . 2
Sia=#-1,ladroite passant par A(-1; - 1) et M(a; 1) a pour équation y=——x+——.
1+a 1+a

Lintersection de la droite (AM) et de la droite d, d’équation x = 1 est le point N (1 ,:1)’; a] .
a

Le milieu du segment [MN] est le point P (HTH %]
a

On alarelation y, = 1 , donc P appartient a ’hyperbole # d’équation y = L .
X, X

Lorsque a décrit R \ {- 1}, le réel H—Ta décrit R \ {0}, donc le point P décrit toute '’hyperbole €.
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Le lieu & des points P obtenus 'S ¥ "
lorsque M décrit la droite d, est
donc I'hyperbole # d’équa-

. 1
tion y=—.
X

On dit que I’hyperbole 3 est la
courbe médiane des droites d; et
d,, de pole A. M

L

ggelel iy g d @ Un systeme particulier @

* Supposons par 'absurde que I'un des x; soit strictement supérieur a 1.
On a alors x;2 + x,2 + x42 > 1, ce qui est impossible.
Ainsi,pourl <i<3,ona0=<x;<1, puisx? <x;

* Supposons que 0 < x; < 1. On en déduit x? < x; et donc 1 = x;2 + X,2 + X532 < X, + X, + X3 = 1, ce qui est
impossible.

Ainsi, pourtoutl <i<3,x;=0oux;=1.

Si pour une valeur de i, x; vaut 1, alors, pour tout j # i, x;=0.

Les solutions sont donc les triplets (1;0;0), (0;1;0) et (0;0;1).

Remarque : On peut aussi poser le probleme suivant :

X +Xx,+x,=1

Résoudre {x7 +x5 +x2 =1.

2
2
3 3 _
X +x, +x; =1

ZTIETETSIT N Un exercice d’Olympiade (OW

o En choisissant a = 3 et b=-2, on obtient bien f(2) =3 et f(3) = 2.
Si on ne trouve pas cette solution intuitivement, on peut raisonner comme a la question 2.

1
2
1
3
1

a-\4+b =7
a-N7+b=4
En soustrayant les deux lignes, on obtientv7+b =+4+b+3 puis, en élevant au carré,

7+b=13+b+6V4+Db, c'est-a-dire -1 =+4+b (impossible).
4 et 7 ne sont donc pas échangeables.

@ On résout le systéme {

© On raisonne par analyse-synthése.

Analyse
Supposons qu'il existe deux entiers u et v distincts (¢ < v) et un couple de réels (a; b) tels que :

a-Nu+b=v
a-Jv+b=u
En soustrayant les deux lignes, on obtient Vv+b —Vu+b =v-u

puis en multipliant par I’expression conjuguée de vv+b —+u+b , puis en divisant par v — u, on

obtient Vv+b +\Ju+b =1.
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On considere la fonction g: x> Vv +x +vVu+x , définie sur [-u ; +oo[. On démontre que g est crois-

sante, de minimum g(-u) = Vv-u .

Org) =1,donc Vv-u <1,c'est-a-direv-u<1.
Les entiers u et v étant tels que u<v,onav=u+1.

Synthese

Siv=u+1, il suffit de choisir a = v et b = —u pour obtenir f(u) = v et f(v) =u.

Conclusion

Deux entiers naturels u et v sont échangeables si et seulement si ils sont consécutifs.

Corrigés des exercices et prohléemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 342.

Exercices d’application

n a. Vrai car la fonction carré est croissante sur
[0; +ool. 5
b. Faux. Contre-exemple : x = —3

c. Faux. Contre-exemple : x = 0.

a. 3,142<3,15%  b. (-5,7)2< (-7,5)2;
e (1-+2)2=(V2-1)2; d. (-2,72)2> 2,712

E¥ Les solutions des équations sont :
a. -3et3; b.—\/s_’ et\/g;
c. pas de solution; d. 0;

e. —10"3et10°3.

Les inéquations ont pour ensembles de solu-

tions :
a. 1-2;2[; b.:|—oo;—\/§:|u|:\/5;+oo|:;
c. T; . R;

e. [-1073;1079].

H a. Faux. La fonction inverse est strictement
décroissante sur ]0 ; +oof .

b. Vrai. La fonction inverse est décroissante sur
10 ; +oo[.

c. Vrai. La fonction inverse est décroissante sur
]—oc; OF.

1 1 1 1
n a — > —; b. > —

6 7 10° 10
cl>—l; d.—l>—L.

3 2 " 3,14
Les solutions des équations sont :
a. -1; b. 1 ;
3

C. —% ; d. pas de solution ;
e. 10%.

50.2. ETUDE DE FONCTIONS

X Les inéquations ont pour ensembles de solu-
tions :

1 1
a. ]0,5[, b-[—g.O[,
c. ]-o0; 0[; d. ]-oo; —1]U]0; +oo[;
e. 10;10°9].

n 1. a. Faux car f est croissante sur [0; 6].

b. On ne peut pas savoir.

c. Vraicar fest strictement décroissante sur [-7; 0],
avec f(-7) =2.

d. Vrai car f est strictement décroissante sur
[-7;0].

2. Les équations ont pour solutions :

a. pas de solution; b. 6;

c. -10;-1et4.

3. Les inéquations ont pour ensembles de solu-
tions :

a. |-1;4[; b. J;

c. [-10;-1]ul4; 10].

1 Voici I'allure d’une courbe possible pour cette
fonction.

(- F 2\

EE] Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

a. Le domaine de définition de g est

J—00; 0[U]0; +ool.

b. Soitdeuxréelsaetbtelsque0<a<b.Onaalors:
1

1 .7 7 . 7 7,
— > — puis — > — etenfin-1+— >-1+—, c'est-
a b a b a b



a-dire g(a) > g(b). La fonction g est strictement
décroissante sur ]0 ; +ool.

c. Soitdeuxréelsaetbtelsquea<b<0.0Onaalors:
1 1 .7 7 . 7
— > — puis — > — etenfin-1+— >-1+
a b a b

a-dire g(a) > g(b). La fonction g est strictement

décroissante sur ]—co ; O[.

7 c’est
b

d. Tableau de variation de g:

X —© 0 +oo

g T 5555“->

m 1. Pour tous réels a et b,
fb)-fl@=b>-4b+7-(a?-4a+7)
=b2-a2-4(b-a)
=b-a)a+b-4).
2.a. Lorsque2<a< b,ona:b-a>0eta+b-4>0.
Ainsi f(b) - f(a) > 0. On en déduit que f est strictement
croissante sur [2 ; +ool.
b. Lorsquea< b<2,ona:b-a>0eta+b-4<0.
Ainsi f(b) — f(a) <0. On en déduit que f est strictement
décroissante sur ]—oo ; 2].

a. Pour tous réels a et b différents de 1,
-2b+5 -2a+5
gb) -gla) = b1 a1
(-2b+5)(a-1)-(-2a+5)(b-1)
()b )
. =3(b-a)
T (a-Db-1°
b. Lorsque 1l <a<b,ona:b-a>0,a-1>0et
b-1> 0. Ainsi g(b) — g(a) < 0. On en déduit que g est
strictement décroissante sur ]1 ; +oof.
Lorsquea<b<1l,ona:b-a>0,a-1<0etb-1<0.
Ainsi g(b) - g(a) < 0. On en déduit que g est stricte-
ment décroissante sur |-oc ; 1[.

1. Pour tous réels a et b strictement positifs,
h(b) - h@ =b+l—(a+l}
b a

_(poa)s Lol _ablbma)ra-b
- b a ab
_(b-a)(ab-1)

- ab )

2. Lorsque l <a<b,ona:b-a>0etab>1.Ainsi
h(b) — h(a) > 0. On en déduit que h est strictement
croissante sur [1 ; +ool.

Lorsque 0 <a<b<1,ona:b-a>0etab< 1. Ainsi
h(b) — h(a) < 0. On en déduit que & est strictement
décroissante sur]0; 1].

3.a. Soit x la longueur d'un coté du rectangle. La

1 SN
longueur de I'autre coté est alors — . Le périmetre du
X

rectangle est alors donné par p(x) = 2(x + 1 ) =2h(x).
X

Or la fonction £ atteint son minimum en 1. La valeur
minimale du périmetre est donc p(1) =2(1+1) =4, le
rectangle étant le carré de coté 1.

b. On pose:x= %.Onaalors:

B

1 ..
x>0et 24Py = h(x). Or le minimum de h
B «a X
sur ]0; +oo[ est k(1) = 2. Ainsi, pour tous les réels stric-

tement positifs « et, on a: %+ B =2.
o

E3 ona:c= 1,01 ;d= 10121 ete= \1,0201.

Ainsi, on obtient: c<a<d<b<e.

Les ensembles de solutions des équations et
inéquations suivantes sont :

a. {4}; b. [9; +oo[;
c. O d. {0};
e. [0;10°6[.

EE] soit fla fonction définie sur [0 ; +oo[ par

)= ——
\/x+1+\/; '

a. Pourtoutx=0,ona:

f00 = 1 B Nx+ —\E
Vx+1++x (\/x+1+\/;)(\/x+ —\/;)
\/x+1—\/;
= e~ Vel
b. Pour tout entier naturel n,on a:
S(n) =f0) + f(1) + f2) + ... + f(n)

RN TN N SN
Wy

EE] a. Voici un programme écrit en langage ” !
calculatrice.

w1

s N
PRDERHM=RHECDHU
iPromrt A»
sTCCAFBI 2P
T CAM L CB Y )~ 240
igisp "FLLA+BY A2
11 P4
1 Then
tEiEP II{ i
iEls
iIF E=ﬂ
i Then
t0izp "="
iEl=e
tDizp "2"
1End
tEnd
t0isp "(FCAMFIE
:wx%

_ y,

b. Pour tous réels positifsa et b,on a:

Jarib _,

f(a+b]: la+b — et L@HSB) _
2 2 2 2
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On compare les carrés de ces deux nombres :

a+b_(JE+JE]2 _2a+2b—(a+b+z\/E)

2 2 4
2
a+b—2\/ﬁi(\/;—x/g) .
= . _ - _
On a bien : f(a—;b)zw'

c. Le point M, milieu du segment [AB], est de coor-

a+b _f(a)+ f(b)
2’ 2

abscisse que M et étant situé sur la courbe € a pour

o )

coordonnées (T’

On a prouvé que le point N est situé au-dessus du
point M.

En voici une illustration :

données ( ] . Le point N de méme

( )

i

|\ J

la|=5; |bl=3; ld=4; |d=3-13;
lel= V3 -V2; =1

a<f<c<d<b<e

a |x-y=5; b.[x-y=5;
c|x-y=4,7; d.|x—y|=3\/§ .
Les solutions des équations sont :
a. -2et2; b.—3et\/§;

c. Pas de solution.

Les inéquations ont pour ensembles de solu-
tions :
a. [-2;2[;
c. O.

b. ]-c0; -3]Ul3; +oo[;

a. Les nombres dont la distance a -1 est 6
sont:-7et5.

b. L'équation |x—2| =5 a pour solutions -3 et 7.

c. L'équation |-5 - x| =3 a pour solutions - 8 et - 2.

52.2. ETUDE DE FONCTIONS

pIq a. |a + b| = |a - (-Db)| donc est |a + b| est la
distance entre les réelsa et -b .

b. Léquation |x + 2| = 1 a pour solutions—3 et — 1.
c. Léquation |3 + x| =7 a pour solutions - 10 et 4.

Les ensembles de solutions cherchés sont :
18 22

a |— 5 — |
5 5

C. [-m—4;4-7];

d. ]—oo; V3 —1[u]\6 +1;+oo[.

b. ]-o0; 0]U[4; +oo[ ;

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.
6-3x six<2

3x-6 six>2"

b. La fonction g est strictement décroissante sur

]-oo ; 2] et strictement croissante sur [2 ; +oof.
c.

p¥] a. Ona: g(x):{

VA
18+

16

14+

12+

10+

4A

2A

o
=Y

T T T T
-4 -3 -2-10 12 3 4 5

El a x-«|<o0,1.
b. |[r-1,73| <10°3.

c. |la-6|<1.

d. |e-2,7185|<5.10-4.

EE] Cet exercice est corrigé dans le manuel,
p. 343.

Les solutions des équations sont :

a. 1; b. §;
.S, ’
4
33 9
x —00 -5 3 +00
|x-3| 3-x 3-x x-3
|x + 5] -Xx-5 X+5 X+5
[ -2x-2 8 2X+2




b. Voici le tableau de variations de la fonction f
sur R.

X |-o0 -5 3 +00

! \8——->8/

c. Courbe représentative de f sur l'intervalle
[-10; 10].

v

204

T
-10 0 10 x

d. f(x) =12 -2x-2=12 (avec x < -5)
ou2x+2=12 (avecx = 3)
S x=-70ux=>5.

Les solutions de 'équation sont— 7 et 5.
e. Onrésout f(x) < 10 sur ]-oo ; - 5] :
-2x-2<10x>-6.
Sur [-5; 3], I'inégalité f(x) < 10 est vérifiée.
On résout f(x) < 10 sur [3 ; +oo| :

2x+2<10&=x<4.
Lensemble des solutions de 'inéquation est donc
I'intervalle |- 6 ; 4.
f. f(x) = MA + MB. On vérifie que les solutions trou-
vées en d. et e. conviennent.

X+7 six<-3
a. f(x)=9-3x-5si -3<sx<1.

-x-7 six=1

b. Tableau de variations de la fonction f sur R.

X |—o0 -3 +00
4

f / _—

c. Courbe représentative de f sur l'intervalle

[-5;5].

N |

a. 2,34>1donc+/2,34 < 2,34 < 2,342,
b. 0<m-3<1ldonc Vvom-3 >m-3> (w-3)2.

2
C. E>1d0nc\/E <I <(EJ .
3 3 3 3
E a (ﬁ—l)z =2-22 +1=3-2J2 . Deplus,
A est positif donc Ja =2 -1
b. A2=(3-22)2=9-122 +8=17-122.
c. 0<A<1ldonc \/Z > A > A2 On en déduit :

J2-153-202 >17-1242.

a. Tableau de variation de f.

X |0 1 +00
f \*1\

b. Lorsque 0 <x <1, flx) > 1, donc
V() <flx) < (f(x)2.
Lorsque x = 1, flx) = 1 donc /f(x) =f(x) = (f(x))2.

Lorsque x> 1, 0 < flx) < 1, donc
V) > ) > (fl)2.

EX] Cetexercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

EX] a. Représentations graphiques des fonctions f
etg.

y
6

51 S
o
3 [
2
177

T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 «x

b. Pourtoutx>0,0ona:

g -f) =x+1-2x =(Jx —1)z=0.

On en déduit que la courbe représentant la fonction
festau-dessous de la courbe représentant g sur I'in-
tervalle [0 ; +oo[. Les deux courbes ont un point d’in-
tersection de coordonnées (1 ; 2).

A1l a. Pour tout réel x de R\{S}), ona:
x*—5x+5-(x-2)(x-3) -1

f)-(x-2)= 3 =
Lorsque x< 3, f(x) - (x-2)>0;

lorsque x > 3, f(x) - (x-2) < 0.

b. On en déduit que € est au-dessus de d sur ]-oo; 3[
et au-dessous de d sur 13 ; +oo|.

c. Lorsque x devient grand, la valeur de f(x) — (x-2)
« tend » vers 0. La courbe € se « rapproche » de la
droite d.

x-3°
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1l.a.0Ona:g(0)=f(0) =1.
Pour tout xde ]0; 1], 5

(g2 - (F))2=1+x+ % —(1+x)= % >0,

donc (g(x))? > (f(x))2.

b. Lesréels g(x) et f(x) étant positifs sur [0; 1], on en
déduit :

pour0<x =<1, fix) <gx), Cest-a-dire v1+x <1+ g .

- x x .
2. a.Le trindbme 1+ Py a pour racines

2(1- \/g )<0et2(1+ \/g ) > 1. 1l est positif entre ces

racines donc, pour 0 < x < 1, h(x) est positif.
4 3

2_ 2 B B
b. (f(x))2- (h(x)) 1+ x (64 3 +x+1)

(X))
8 8

On a : (f(0))2 = (h(0))2 = 1 et, sur l'intervalle ]0 ; 1],
(f))2 > (h(x))2.
c. Lesréels f(x) et h(x) étant positifs sur 'intervalle
[0; 1], on en déduit :
pour0<x =<1, f(x) > h(x), c'est-a-dire :

1+ X x_2 < Nl+x.

2 8

3. En 0, les courbes représentant f, g et h ont un
point d’intersection. Sur 'intervalle ]0 ; 1], la courbe
de f est au-dessus de celle de h, et au-dessous de
celle de g.
4. Pour x=2.10-5, les inégalités montrées en 1.b. et
2.c. donnent 'encadrement :

2
-6 (2.10° -6
1+72'120 —7( p ) < Vl+x <1+ 2'120 ,

c’est-a-dire
1,000 000 999 999 5 < /1,000002 < 1,000 001.
L'encadrement est d’amplitude 5.107 13,

a. Soit a et b deux réels de l'intervalle I tels
quea<b.

La fonction u étant croissante sur I, on a alors u(a)
< u(b) puis ku(a) < ku(b) (car k> 0). La fonction ku
est donc croissante.

b. 1l faut envisager les trois autres cas : k> 0 et u
décroissante ; k <0 et u croissante ; k < 0 et u décrois-
sante.

¢ Si k> 0 et la fonction u est décroissante sur I, on a
alors u(a) = u(b) puis ku(a) = ku(b). La fonction ku
est donc décroissante.

(On a déja prouvé : si k > 0, la fonction ku a méme
sens de variation que u sur 1.)

¢ Si k < 0 et la fonction u est croissante sur I, on a
alors u(a) < u(b) puis ku(a) = ku(b). La fonction ku
est donc décroissante.

54 « 2. ETUDE DE FONCTIONS

¢ Si k < 0 et la fonction u est décroissante sur I, on a
alors u(a) = u(b) puis ku(a) < ku(b). La fonction ku
est donc croissante.

(On a prouvé : si k < 0, la fonction ku a le sens de
variation contraire a celui de u sur 1.)

P
\'\_(@ S
et i ’
. F
., d /
™, ! P
€, 5, ¥
N r
. s
6, e F
-\\ 1 r
g o
|
- = N . ﬁ.r.. il ¥ 4
il i 3 L 1 1 i 5
£l s
/ .I“'-
4 3
a Y
i b
3 Y
4, / \
/! -._
4 + 3

1. Tableaux de variations des fonctions carré et
inverse.

X —0 0

x2 T 0

X — 0 0

Y T~

2
. X P
2. a.Tableau de variations de x — > définie sur

R. (% >0)

X

_\0/7

LN

b. Tableau de variations de x — — 3x2 , définie sur
R. (-3<0)

X - 0 + oo

-3x2

/0\

. 4 PP
c. Tableau de variations de x — —— , définie sur
R\{0}. (- 4 < 0) .

X — 0 0 + oo

o

/




J2-1

X

d. Tableau de variations de x — , définie sur

R\{O}.(\/E—1>O)

X — o0 0 + 0
\/Ex—l \ \

1. Tableaux de variations des fonctions racine
carrée et valeur absolue.

%] a. Lafonctionf:x—x2— % est définie sur R.

X — 0 0 + oo
xz_l \_l/
= 2

b. Lafonctionx+— 2+ \/; est définie sur [0 ; +oo.

X 0 + oo

2+ Jx |2 —>

x |0 o c. Lafonction x— |x| - J2 est définie sur R.
Elo——— x| 0 o
X — o0 0 + oo |x| - \/E \ - \/E /
|x| \ /

0
d. La fonction x — Zx+1 =2+ 1 est définie sur
2. a.Lafonctionx— -2 \/; est définie sur [0 ; +oo[ R\ {0}. X
et a pour tableau de variations : (-2 < 0)
X — 0 0 + o0

x 0 + 00
0
2Jx —

b. La fonction x — +/5x est définie sur [0 ; +oof

(V5x =5/x

et a pour tableau de variations :
et V5 >0)

X 0 + o0

J5x

c. La fonction x — —|x| est définie sur R et a pour
tableau de variations: (-1 < 0)

X — 0 0 + oo

I / 0 \

d. La fonction x — |- 3x| est définie sur R et a pour
tableau de variations : (|- 3x| = 3|x| et 3> 0)

X —00 0 + 00

Les courbes €, €, et 6, représentent respecti-

|-3x]

. 3 1
vementles fonctions Eu , 7511 et—u.
Les fonctions représentées sont :

3 1 4
(X —— ,gix—>—eth:x—> —.
f X £ 2x X

2x+1
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EH1 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

B Le tableau de variations de la fonction g est le
suivant.

+ oo

~

X |- -1 1

arlne | w

A

1. Voici le tableau de variations de la fonction f.

x |2 0 4
4 3

f T 2 _—

2. a.Par lecture graphique, on voit que la fonction f
s’annule en — 1 et en 2. Ainsi, le domaine de défini-

tion de la fonction % est[-2;-1[u]-1;2[U]2;4].La

. 1 L. .
fonction ? a le tableau de variations suivant.

N

0 2

1
A7 2O\

X -2 -1

et

~

w =

1
4

~|=

b. Voici I'allure de la courbe représentative de la
fonction \/]_“ .

b. Voici I'allure de la courbe représentative de la

. 1
fonction — .
!

T T T T
-4 -3 -2 -197 1%
\Il

\S)

7
1
]
1
1
—
l
]
]
1
1

f est
[-2; - 1]u[2; 4]. Le tableau de variations de \/]_“ est

3. a.L'ensemble de définition de la fonction

le suivant.
X -2 -1 2 + 0o
2 V3

AN

non défini
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VA
4A
3A
ZA
la
T T T >
-4 -3 - 0 1 X
1A
-2+
EE] a. Tableaux de variations de uet f= — .
X |-o0 0 +00
X |-o0 0 +00
1 l
= / 3 \
u

S =

\_% /

a. Tableaux de variations de u et f = N

x [-2 1 4

“0/9\0




X [-2 1 4

\/;0/3\»0

b. Tableaux de variations de u et f = Ju .

x |0 +00
u 0/
x |0 +00
Ju o/

m a. La fonction u : x — 3x — 5 est strictement

. , 5 . 1
croissante sur R et s’annule en 3 Lafonction f= —
u

g s 5 .
est donc définie sur R\{ = } ; son tableau de varia-
tions est le suivant.

5
* 3

—00 +00

f \ \

b. Lafonction u: x+— 3 + x2 est strictement positive
sur R et ales mémes variations que la fonction carré.
La fonction f = Ju est donc définie sur R ; son
tableau de variations est le suivant.

X +00

i _m\\/g /

c. La fonction u : x — x2 — 3 est positive sur
]—o ; 7\/5] et sur [\/g; +oo[ ; elle y a les mémes
variations que la fonction carré. La fonction f = Ju
est donc définie sur ]—co ; 7\/51 U [\/5 ; +oo[ ; son
tableau de variations est le suivant.

¥ |l -3 V3 +o0
f \ o non défini o /

d. La fonction u : x — 5 — |x| est définie sur R et
s’annule en - 5 et 5 ; elle a les variations contraires
de celles de la fonction valeur absolue. La fonction

f= 1 est donc définie sur R\{-5; 5} ; son tableau de
u

variations est le suivant.

f\\é//

H3 La fonction u est telle que u(x) = 3 + x2 et f est
telle que f(x) =vV3+ x? (vue dans I'exercice 55.b.).

La fonction v est telle que v(x) =5 — |x] et g est

telle que g(x) = 5;|| (vue dans ’exercice 55.d.).
—|x

m 1. a. Pour tout réel x,
2x-1)2+3=-2(x2-2x+1)+3

=-2x2+4x+1

= fln).
b. Soit a et b deux réels tels que 1 < a < b. On a
alors:0<a-1<b-1puis(@a-1)2=<(b-12La
fonction u : x —(x — 1)2 est donc croissante sur
[1; +oof.
c. La fonction u étant croissante sur [1 ; +oof, la
fonction v = —2u est décroissante sur [1 ; +oo[. Ainsi
la fonction f = v + 3 est décroissante sur [1 ; +ool.
d. Soit a et b deux réels telsque a < b <1.0n a
alors:a-1<b-1<O0puis(@a-12= (b-1)2 La
fonction u : x —(x — 1)2 est donc décroissante sur
]—o0; 1].
La fonction v = — 2u est alors croissante sur ]—cc ; 1]
et, par suite, f= v + 3 est croissante sur ]-co ; 1].
e. Voici le tableau de variation de f sur R.

X |-o0 1 +00

2. a.On développe:

( b )2 b’ —4ac _ b b*-4ac

ax+— | -——=ax>+bx+ —-————
2a 4a 4a 4a

= ax?+ bx + ¢ = fix).

b. Soitx-1 etx—2 deuxréels tels que :

as<x-1<x-2.0naalors:0<x-1-a<x-2-a«

puis(x-1-a)2< (x-2-a)2.

La fonction u : x —(x — )2 est donc croissante sur

o +ool.

Si a > 0 alors la fonction v = au est croissante sur
[a; +00[. Ainsi la fonction f= v + B est croissante sur
[ +ool.

Si a < 0 alors la fonction v = au est décroissante sur
[a ; +oo[. Ainsi la fonction f = v + B est décroissante
sur [« ; +oof.

c. Par un raisonnement analogue, on trouve :

Si a > 0 alors la fonction f est décroissante sur
]—o0; al.

Sia <0 alors la fonction f est croissante sur J-cc ; a].

P b -4
On en déduit, avecB:—4—aC :
a
Sia>0:
b
e _ _2
00 20 +00
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Sia<0:

Voici la représentation graphique de f sur 13 ; +ool.

f /3\

B Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

2
m a. Pour toutx # 3

b 3ax+2a+b
3x+2  3x+2

a+

En prenanta=3 etb=-1, on obtient :

1
3x+2°
b. La fonction u : x — 3x + 2 est croissante sur R et

glx)=3-

s 2
s’annule en -3

La fonction v = 1 est donc définie sur R\{ —% } ;
u
. 2
elle est décroissante sur |-oc; -3 etsur -3 ;400 .

- . . 2
Ainsi, la fonction f = -v, est croissante sur ]—oo ;= [

3
2 .
et sur ]—g ; +oo|:, de méme que la fonction g = f+ 3.

2 1

c. Pourtoutx> -——,ona: g(x)-3=- < 0,
3x+2

donc g(x) < 3.
d. ATaide d’une calculatrice classique, on obtient :
«g(10'%) =3 », ce qui, d’apres la question c., n’est pas
possible.
En soustrayant 3 au résultat proposé, on obtient :
-3,33.10" 1. Ainsi, g(10'%) = 3 - 3,33.10" ..

m a. Ce [OM] donc OM > OC, c’est-a-dire x > 3.
b. Les droites (BC) et (DO) sont paralleles. En appli-
quant le théoreme de Thales, on obtient :

MC BC , ., x-3 2
——=——, C'est-a-dire ==

MO DO X h

2x

(0] déduit : =h=——.
n en déduit : f(x) 3

Or, pour toutx>3,0na:
6 2x-6+46 _ 2x

2+ = .
x-3 x-3 x-3

6
Onabien: f(x)= 2+——.
7 x-3
c. La fonction x — x — 3 est strictement positive et
croissante sur |3 ; +oco[ donc, sur ce méme intervalle,
6

x-3

. 1
les fonctions x — T3 X
x—

sont décroissantes.

. 6
puisf:x—2+
x
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(-t ) n

e

\JI L 4 i 4 - ) L] ) au i [ ] L4 1 -\J
d. Pourx>3,ona:
4< 2+ <b6s2< 63 <4

1 1 2
—< <—<:>§<x—3<3
3 x-3 3 2

<:>g<x<6.
2

La hauteur % est comprise entre 4 et 6 metres lorsque
la distance OM est comprise entre 4,5 et 6 metres.

a. Le domaine de définition des fonctions f et
uest[-4;4].

b. La fonction f semble décroissante sur [- 4 ; 0] et
croissante sur [0 ; 4].

c. On utilise le théoreme de Pythagore dans le
triangle OMH rectangle en H pour obtenir :
HM?=0M?2-0H?2 =16 - x2.

OHMK est un rectangle, doncona:

OH=KM et OK=HM = vV16-x" .

On en déduit : AK=0OA-OK=5—- y16-x? .
d. On utilise le théoreme de Pythagore dans le
triangle AKM rectangle en K pour obtenir :
u(x) = AM2 = AK2 + KM2

=(5- V16—x% )2+ x2

=25+16-x2-10

=41-10V16-x7 .
e. La fonction x — -x2, et donc la fonction
x+— 16 — x2 ont les variations contraires de celles de
la fonction carré. De plus, pour tout x de [- 4 ; 4], le
réel 16 — x2 est positif.
On en déduit que la fonction v : x — V16 —x* est
croissante sur [~ 4 ; 0] et décroissante sur [0 ; 4].
Les fonctions — 10v, puis u = 41 — 10v sont donc
décroissantes sur [- 4 ; 0] et croissantes sur [0 ; 4].
Enfin, la fonction f = Ju ales mémes variations
que u : f est décroissante sur [- 4 ; 0] et croissante
sur [0 ; 4].

16 — x* +x2



f. Tableau de variations de f.

X -4

0 4
Va1 Va1
f \1/

g. Courbe représentative de f .
VA
6
5]
44
3
2 |
14

1. a. Voici une (i
copie d'un écran
de calculatrice.

\ \

b. On peut obtenir la courbe de |u| en complé-
tant la partie de celle de u située au-dessus de 1'axe
des abscisses par le symétrique par rapport a 'axe
des abscisses de la partie de cette courbe située
au-dessous de I'axe.

2. Courbe représentative de |u|.

( ]l j\

Restitution des connaissances

a. Soitaet b deuxréelstelsque 0 <a=<b.
Lesréels Va et Vb sont positifs. Ils sont donc rangés
dans le méme ordre que leurs carrés respectifs a et b.
On a bien: \/5 < \/E .

La fonction racine carrée est donc croissante sur
[0; +ool.

b. Quels que soientlesréelsaetbtelsque0<a<b,
P e
PVl e
b-a=0,donc Vb —a zo,c'est—a—dire\/zzxfg
Sia=balors Vb =+a .

La fonction racine carrée est croissante sur [0 ; +oo|.

a. On abien : f(0) = g(0) = 1(0) =0
etf(1) =g(1) =h(1) =1.

b. Pourtoutxde]0;1[,ona:

f(x)—g(x):\/;—x: \/;(1— \/;).Orl— \/; >0et
Jx >0, donc f(x) — g(x) > 0, c’est-a-dire f(x) > g(x).
g(x) - h(x) =x-x2=x(1-x) >0 donc gx) - h(x) >0,
c’est-a-dire g(x) > h(x).

Ainsi, pour tout x de ]0; 1, on a :f(x) > g(x) > h(x).

c. Pourtoutxde]l;+ocf,0ona:

) —g) =vx —x=Jx 1= Vx).0r1-Jx <oet
Jx > 0, donc f(x) — g(x) < 0, c’est-a-dire f(x) <g(x).
gx) - h(x) =x-x2=x(1-x) <0donc gx) - h(x) <0,

c’est-a-dire g(x) < h(x).
Ainsi, pour tout xde ]1 ; +oo[, 0n a:

fx) < g(x) < h(x).
d. Surlintervalle]0; 1], la courbe € g€st strictement
au-dessus dela courbe €, et strictement au-dessous
de la courbe ‘(éf.
Sur l'intervalle ]1 ; +o[, la courbe <€g est stricte-
ment au-dessus de la courbe 6, et strictement
au-dessous de la courbe €6,
e. Voici les courbes %f, <€g et €, sur l'intervalle
[0; 4].

y

3+ AL e

y=x?

Ogl
éiae
4

<.y
S
2

\4

m a. Ona:x-c=0sx=c.

Le domaine de définition de f est l'intervalle
[c; +ool.

b. Sur [c; +oo], la fonction u : x — x — c est positive et
croissante, donc v = \/; est croissante. Le réel b
étant strictement négatif , la fonction w = bv est
décroissante, de méme que la fonction f=a + w.
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Raisonnement logique

a. Vrai. La fonction u : x — 3x2 ale méme sens
de variation que la fonction carré, donc f=u-5ale
méme sens de variation que la fonction carré.

b. Faux. La fonction inverse de x — 1 n’'est pas

définie en 0. .

c. Vrai. Pour tout réel négatif x, |x| + x=-x+x=0

d. Faux. Exemple : — 4 ne vérifie pas |x - 5| < 3 car

|-4-5/=9>3.

e. Faux.Sixe [0;1],alors0<1-x<1donc
\/ﬁ =1-x.

m a. Vrai, car la fonction u est positive, stricte-

ment décroissante sur [0 ; 2].

b. Faux. La fonction u s’annule sur [-5 ; 0], donc la

. 1 N PP
fonction — ne peut pas étre définie sur tout cet
u

intervalle.
c. Vrai. Puisque u(1) > 1, on a aussi

(ﬁ)(l):@ > 1.

d. Faux. Puisque 1 < u(4) < 3, on al'inégalité

(-u)(4) <-1.

e. Faux. La fonction u + 2 a les mémes variations

que u, donc elle est strictement décroissante sur

[1;3].

m a. Vrai. Soit a et b deux réels de I, avec a < b.

On a alors f(a) < f(b) et g(a) < g(b). En « addition-

nant » ces inégalités, on obtient :

f@@ + gla) < f(b) + g(b), c’est-a-dire h(a) < h(b).

b. Vrai. Soit a et b deux réels de I, avec a < b. On a

alors f(a) = f(b) et g(a) = g(b). En « additionnant »

ces inégalités, on obtient : f(a) + gla) = f(b) + g(b),

c’est-a-dire h(a) = h(b).

c. Faux. Contre-exemple :

soit f: x+— x2 et g: x — —x, définies et monotones

sur [0 ; +oo[. La fonction & définie sur [0 ; +oo[ par

1V 1

h(x) =fx) +gx) =x2-x= <x— E) 3

n’est pas monotone sur [0 ; +oof.

d. Faux. Contre-exemple : soit f: x —x et g: x —x

définies et croissantes sur R. La fonction h définie

sur [0 ; +oo[ par h(x) = f(x) x g(x) = x2 n’est pas mono-

tone sur R.

a. La proposition (P;) est vraie. Considérons
deux réels a et b de I tels que a < b. On a alors,
u étant croissante sur I, u(a) < u(b),

puis ku(a) < ku(b). Ainsi, ku est bien strictement
croissante sur L.

b. (P,):«Sikun’estpas croissante sur I, alors u n’est
pas croissante sur I ».

c. La proposition (P,) est vraie car la proposition
(P)) est vraie.
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Une démonstration directe pourrait étre la suivante.

kun’est pas croissante sur I, donc il existe deux réels

aetbdelaveca<betku(a) > ku(b). On a alors :
u(a) > u(b), donc u n’est pas croissante sur L.

d. (P;) : « Si ku est croissante sur I, alors u est crois-

sante sur I »

e. La proposition (P;) est vraie. Pour la prouver, on

peut utiliser la proposition (P,) avec, au lieu de k, le

. 1
coefficient e

a. La proposition (P,) est vraie. Si x > 1, alors
x2-x=x(x-1)>0.0nabien: x2> x.

b. (P,):«Six?>x, alorsx>1.

c. Laproposition (P,) est fausse. Pour le réel x=-2,
on a x? > x, mais pas x> 1.

a. La proposition (P;) est vraie. Considérons
deuxréels a et b de I tels que a < b. On a alors :

0 < f(a) < f(b). La fonction carré étant strictement
croissante sur [0 ; +oo[, on en déduit : (f(a))? < (f(b))?,
c’est-a-dire f2(a) < f?(b). La fonction f? est donc
strictement croissante sur I.

b. (P,): «Sif?2eststrictement croissante sur I, alors
[ est strictement croissante sur I ».

c. La proposition (P,) est vraie. Considérons deux
réels a et b deItels que a < b. On aalors:

0 =< (f(@)? < (f(b))2. La fonction f étant positive sur I,
et la fonction racine carrée étant strictement crois-
sante sur [0 ; +oo[, on en déduit : f(a) < f(b). La fonc-
tion f est donc strictement croissante sur I.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 343.

Prét pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 343.

Ed 1.a. voici les courbes @ et € a 'aide d’une
calculatrice pour k=1, k=3 etk=-2.

b. La courbe € semble étre 'image de la courbe &
par la translation de vecteur —ki.
2. a.D, =R\ {-k}.



b. Voici, par exemple, les courbes 6 et % a 'aide
d’une calculatrice pour k=1etk=-2.

c. La courbe € semble étre I'image de la courbe #
par une translation de vecteur ki,
3. a. Soit M(x ; u(x)) un point de la courbe €,. Lor-
donnée du point M’ de la courbe 6, d’abscisse x— k
estvix-k)=ulx-k+k) =u).
b. Le vecteur MM’ a pour coordonnées (—k ; 0) donc
ona:

MM’ = —ki.
c. Leréel xappartient al’ensemble de définition de
u si, et seulement si, le réel x — k appartient a 'en-
semble de définition de v. De plus, a tout point M
d’abscisse x de la courbe €, est associé, par la trans-
lation de vecteur —kl?, le point M’ d’abscisse x — k de
la courbe €,. On en déduit que €, est 'image de la
courbe €, par la translation de vecteur —ki.
4. a.etb. La courbe €’ est I'image de la courbe €
par la translation de vecteur — 21,

VA
o =
M ”«o""' i
0"' ] M
@ p
f T T T T T T T I | | | 1
-2 -1 0 ] ; 3 »

1.a. Pour tousréelsaetb,ona:

bY 3b°
(b—a)[(a+z] +TJ
= b -a’ = f(b)-fla)

b. Soit deuxréels a et b tels que a < b. On a alors :
2 2
b-a>0.Deplus, leréel (a +§J + 3T estlasomme

(b—a)(a2 +ab+b2)

de deux nombres positifs ne pouvant étre nuls
simultanément (sinon, on aurait : a = b = 0), donc il
est strictement positif. On en déduit : f(b) - f(a) > 0,
c’est-a-dire f(b) > f(a). La fonction f est strictement
croissante sur R.

2. f(=x) = (%)% = —x® = —f(x). Ainsi, les points
M(x ; f(x)) et M’(—x ; f(-x)) sont symétriques par
rapport au point O.

3. Voici la courbe 6.

4, Courbes ? et 6.

VA

24
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Pour tout réel x, x3 — x2 = x2(x — 1) donc x3 — x2 est
du signe de x — 1. On en déduit que la courbe € est
au-dessous de la parabole % sur ]-oo; 1] et au-dessus
de la parabole % sur [1 ; +oo[. Ces deux courbes ont
deux points d’intersection d’abscisses 0 et 1.

6. a.La fonction cube est strictement croissante
sur R et 3% = 27. On en déduit : x* < 27 & x < 3.
L'ensemble des solutions de I'inéquation est donc
]—oc; 3].

b. La fonction cube est strictement croissante sur
Ret(-2)3=-8.0nendéduit: x*>-8 < x>-2.
L'ensemble des solutions de 'inéquation est donc
1-2; +oof.

i3 1. a. Voici, sur I’écran de la calculatrice, les
représentations graphiques 6, 6, et 6,

b. Lorsque I'on zoome sur le point de coordonnées

(0; 1), on constate que les courbes sont trés proches

les unes des autres au « voisinage » de 0 (a I'écran,

les courbes sont confondues). 1

2. a.Pour toutréel x = 0, f(x) - glx) = Tox 1-x)
1-(1-27)

= 0, donc g(x) < f(x).

1+x 1+x

b. Pour toutréelx =0, h(x) - f(x) =1 -x+x2— 1;

+x
) (1—x2)+x2(1+x)—1 )

T l+x
donc f(x) < h(x).
c. Ainsi, sur l'intervalle [0 ; +oo[, la courbe <€f est
au-dessus de la courbe 6, et au-dessous de la
courbe €, .
3. Enprenant x=0,0002, on obtient!’encadrement:

1+x

0,9998 <

= 0,99980004.
1,0002

En prenant x = 0,000001, on obtient :
1

1,000001

(ici, x2 = (1072 = 10712,

= 0,999999 a 10~ 12 pres

m 1. a.Pour toutx>1,

1 x-1+1 X
1+—— = = — = f(x).
x-1 x-1 x-1 )
b. Pour toutx>1, > 0 donc
f) =1+ > 1.
x—
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c. Pour tout x >1, f(x) > 1 donc le réel f(f(x)) est
défini. La fonction g est bien définie sur |1 ; +oo[ .

d. On peut conjecturer que, pour tout réel x de
11 ; +oo], g(x) = x.
e. Pourtoutx>1,

_x B B
X x-1 x—1 x—1
x) = = = = =X.
g f(x—l) x x—(x-1) 1
x-1 x—1 x-1

2. a.Voici le programme modifié.

PROGRAM: FOFOF
tPromPt B

isF "FCFCFCRYD

|| == mman wnmn

DMe==TT
e e R N
in e

b. Le programme testé avec x = 1 ou x = 0 génere
une erreur. En effet, fn’'est pas définieen 1, et fl0) = 1,
donc f(f(0)) (et ainsi f(f(f(0))) ) n’est pas défini.

c. On peut conjecturer que, pour tout réel différent
deOetl,ona:gx) =x.

En effet, pour tout x de R\{0,1},

g(x)=£(F(£(x)))= f(f(LD I 1;1

1-x 1
1-x
-1 1 1
- e —— - ok
X 1_x—l 1
X X

d. 1000 = 3 x 333 + 1 donc, pour tout x de R\{0; 1},
h(x)=f(g(.g(gx)..)) oula lettre g est écrite

333 fois, donc h(x) = f (x) = % .
-Xx

m 1.N € [OA] donc 0 < ON < 4. Le domaine de
définition de fest donc D = [0; 4].
2. On applique le théoreme de Pythagore dans le
triangle ONM, rectangle en N. On obtient :
OP=NM= v16-x* .
Pour tout x de D, f(x) = ON x OP = xy/16 — x* .
3. a.Pour tout xde D,

J64—(x? ~8)? = /64— (x" —16x° +64)

=\/x2(16—x2) =x\/16—)€2

= fx)
b. PourtoutxdeD, 64— (x* - 8)° < 64, donc f{x) <8.
De plus, pour x = J8 = 22 (et seulement pour
cette valeur de D), f(x) = 8.
Ainsi, le maximum de f sur D est 8 ; il est atteint

en 2\/5 .
c. SiON= 2y2,alors OP= 16 -8 = /8 =212
= ON.
Le rectangle ONMP est donc un carré.
4. a.Soitdeuxréelsaetbtelsque0<a<b < 22




Onaalors:0<a?2<b?2<8,puis-8<a2-8<bh2-8<0
et enfin (a2 - 8)2 > (b2 - 8)2, c’est-a-dire u(a) > u(b).
La fonction u est décroissante sur l'intervalle
[0; 2v21.

b. On en déduit, grace aux propriétés des fonctions
associées, que les fonctions —u,

puis x> 64 — (x2—8)2 etenfin f: x — /64— (x* - 8)
sont croissantes sur [0 ; 2\/5 ].

c. Demaniere analogue, on prouve dans un premier
temps que la fonction u est croissante sur [ 2\/5 ; 4],
puis que f est décroissante sur [ 2\/5 ; 4],

d. Tableau de variation de f sur l'intervalle [0 ; 4].

X 0

f 0/8\0

5. Voici la courbe de la fonction f sur I'intervalle
(0 4].

T T T

T
0 1 2 3 4 5
02

=V

EXl 1.a Le triangle AMI est rectangle en A, donc
les angleg_éMi et AIM sont complémentaires.
Langle AIE\est plat et 'angle MIN est droit, donc
les angles AIM et BIN sont complémentaires.

On en déduit que les angles AMI et BIN sont
égaux.

b. En se plagant successivement dans les triangles
rectangles AMI et BIN, on obtient les égalités :

BN

tan(a)= % et tan(a)= T

On en déduit I'égalité —L=3N  ouis 2-BN

, puis ==—,
AM BI X 6

, s 12
c’est-a-dire BN =— .

X
c. Aire(amn = 2XAM
et Aire(BNI) = SIXBN_ 6x12_ 36

2 2x X

36

Aire(AMI) = Aire(BN]) & x=—
X

o x* =36

< x=6 (x>0).
Les aires sont donc égales lorsque la distance AM
vaut 6.
La fonction x — x est strictement croissante sur

. 36 N
10 ; +oo[ et la fonction x — — , ayant les mémes
X

variations que la fonction inverse, est strictement
décroissante sur ]0 ; +ool.
On obtient les tableaux de variations suivants.

X 0 +00

_
5

d. Aire (MIN) = Aire (ABNM) — Aire(AMI) — Aire(BNI)
= 4(x+£]—x—& =3x+£:3(x+£].
X X X

Aire(AMI)

Aire(BNI

X

2. Soit fla fonction définie sur ]0 ; +oo[
4
par f(x) =x + pE

a. Courbe représentative de fobtenue al’aide d’'une
calculatrice graphique

L

La fonction f semble décroissante sur ]0 ; 2] et crois-
sante sur [2 ; +ool.
b. Pour tous réels strictement positifs a et b, on a :

f(b)—f(a)=b+é—a—%

b

:(h—a)—4b_a _ (bfu)(ab—4) .
ab ab

c. Soitaetbdeuxréels tels que 2 < a<b. Ona alors

ab>4etb-a>0.

On en déduit : f(b) - f(a) > 0.

La fonction f est donc croissante sur l'intervalle

[2; +oo].

d. Soita et b deuxréelstelsque0<a<b=<2.0na

alorsab<4etb-a>0.
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On en déduit : f(b) - f(a) < 0.

La fonction f est donc décroissante sur 'intervalle
10; 2].

On construit le tableau de variation de f.

x |0 2

u T 3

3. On a: Aire (MIN) = 3f(x).

L'aire de MIN a donc les mémes variations que la
fonction f. Son minimum est atteint en 2 ; il vaut
3f(2) =12.

Laire minimale du triangle MIN est 12.

Voici une copie d'un écran obtenu avec GeoGebra.

+ o©

/

' )

o
\ Iy W 1.)
1. a, b et c. Voici la trace du point P quand M
varie sur 'axe des abscisses, obtenue a 1'aide du
logiciel GeoGebra.

( [] N\

fond B =121

Le lieu &£ des points P semble étre 'hyperbole
Iy . 1 ) i
d’équation y=1+ P ce que I'on peut vérifier en

tracant cette hyperbole grace a son équation.
2. a.La droite (AM) a pour coefficient directeur
yM - yA

X, —X

1 N Tt
=—-— etestd ordonnée al'origine 1.
M A a

L'équation réduite de (AM) est donc y = X +1.
a

On obtient alors : N(- 1 ; l+1 )etP(a; l+1 ).
a a
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b. La fonction f est définie sur R\{0} par
1

fx) = P +1.
c. Lensemble & est bien I'hyperbole d’équation
y= l +1.

X
3. a.etb. Quand a est strictement négatif, la valeur
minimale de 'aire du rectangle BMPN est 0. Elle est
obtenue lorsque a = — 1.
En effet, pour a=-1, le point M est confondu avec le
point B. L'aire du rectangle est alors nulle.
c. Lorsque l'abscisse a du point M est strictement
positive, la valeur minimale m prise par l'aire &

semble étre 4. Elle est atteinte pour a = 1.
d. Pour toutréel xde ]0; +[,ona:

g(x) =BM x BN = (x+1)(l+1]
X
=1+l+x+1=x+2+l.
X X
On a alors, pour tout réel xde ]0 ; +oo :

2
2 x-1
g —d=x-2+1-% 2041 _(x-1)
X

X X
etgx)-4=0=x=1.

La fonction g a pour minimum 4 ; ce minimum est
atteint en 1. La conjecture est vérifiée.

Lorsque x = 1, BM = BN = 2. Le rectangle BMPN est
un carré.

d
F
M
6 A T~
: e S K
L/ B
a B | A ~C
o 1 b 3 1
'.\ ,.-"'IJ
i
\\\""“'u-. _,-o-"//

Le triangle BCM est rectangle en M, donc les angles

BMA et AMC sont complémentaires. Or, comme

le triangle AMC est rectangle en A, I'angle AMC et
I'angle ACM sont complémentaires.
On en déduit: BMA = ACM.
On se place successivement dans les triangles
rectangles BAM et AMC pour évaluer les tangentes
de ces angles égaux.

AB _AM AM

. , S oqs 1
Il vient: —=—-, c’est-a-dire — =——.
AM AC AM a



On obtient : AM2 = g, puis AM = \/E .
Le point M a donc pour coordonnées (a ; Ja).

Le lieu &£ des points M quand A se déplace sur I'axe
des abscisses est la représentation graphique de la
fonction racine carrée.

Remarque : on peut aussi procéder en utilisant
le théoreme de Pythagore dans les trois triangles
rectangles cités.

PX1 Traduction

= Extraction de racine graphique

x est un réel positif,

% est un demi-cercle.

a. Examiner la figure ci-dessus et décrire la
construction du point M.

b. Construire la figure a I'aide d’un logiciel de
géométrie dynamique.

c. Sur quelle courbe semble étre le point M
lorsque le réel x décrit I'intervalle [0 ;+oo[ ?
d. Démontrer la conjecture faite a la question c.
(On pourra utiliser plusieurs fois le théoreme de
Pythagore)

Résolution

a. Le réel x est donné. Apres avoir construit dans
un repere (O ; Zﬁ les points A(x ; 0) et B(x+1 ; 0),
on trace le demi-cercle € de diametre [OB] contenu
dans le premier quadrant. Le point M est 'inter-
section de la perpendiculaire a I’axe des abscisses
passant par A avec le demi-cercle €.

b. et c. En activant la trace de M et en faisant varier
x, on obtient la courbe ci-dessous.

y

On reconnait la représentation graphique de la
fonction racine carrée.
d. En utilisant successivement le théoreme de
Pythagore dans les triangles rectangles OMA et
AMB, on obtient :
(1) OM2=x2+AM?,(2) MB2=1+AM=2.
Le point M appartient au demi-cercle de diametre
[OB], donc le triangle OMB est rectangle en M. On
y applique le théoreme de Pythagore pour obtenir
OM?2 + MB2 = (x+1)2 puis, d’apres (1) et (2) :

X2+ 1+ 2AM2 = (x+1)2.

On en déduit : AM? = x puis AM = Jx (AM > 0).

Le point M est de coordonnées (x ; \/; ), le réel x
décrivant [0 ; +oo[. La courbe décrite par M est la
courbe représentative de la fonction racine carrée.

m 1.a.M(x;y)e%@Ostlety:x—Z\/;+l
s0<x<lety=(1-x)2
o0sxetdsy
et \/; =1- \/;
o0sxetdsy

et \/; + \/; =1.
b. M(x;y)e €= 0=<xet0<yet \/; + \/; =1
< M(x;y) e €.
La courbe € est symétrique par rapport a la droite
d’équation y = x.
2. a.Supposons que 6 soit un quart de cercle.
Laxe des abscisses étant tangent a la courbe 6 au
point de coordonnées (1 ; 0), on sait que le centre du
cercle a pour abscisse 1.
Laxe des ordonnées étant tangent a la courbe € au
point de coordonnées (0 ; 1), on sait que le centre du
cercle a pour ordonnée 1.
Le centre du cercle est donc le point A(1 ; 1).
Le cercle passe par la point de coordonnées (1 ;0).11
est donc de rayon 1.
1

b. f 1 :1—2—+1:1.Lep0intB l,l est
4 4 2 4 44

donc sur la courbe € .

2 2
Or, AB2 = 171 + 1,l :E:§>1
4 4 16 8

La courbe % ne peut pas étre un quart de cercle.

3. SoitAle point de coordonnées (1; 1) et M le point

dela courbe ¢ d’abscisse x. On considere la fonction

g qui a x associe le réel AM2.

a. Dg =[0;1].

b. Pour toutxde[0;1],0ona:

gl = (x—l)Z +(x—2&+1—1)
= x?-2x+1+x% +4x—4x\/;

1+2x(172 x+x):1+2x(l—\/;)2.

2

c. Pourtoutxde([0;1],ona:

g —1= 2x(1—\/§)2
d. Pourtoutxde([0;1],ona:
g(x) -1=0, donc g(x) = 1, c’est-a-dire AM2 = 1.

On en déduit : AM = 1.
e. Les points de la courbe 6 sont donc a I’extérieur
du disque de centre A et de rayon 1. Ainsi, la courbe
¢ est située au-dessous du cercle.
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3. Dérivation

Objectifs et pré-requis
On introduit dans ce chapitre un nouvel outil : la dérivation qui est le point central du programme

d’analyse en premiere S. Dans les cas simples, le calcul explicite des dérivées est un attendu. On inci-
tera par contre les éleves a utiliser les logiciels de calcul formel dans les situations plus complexes.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues
Dérivation e Tracer une tangente connaissant le nombre
Nombre dérivé d’'une fonction en un point. dérivé.
Tangente a la courbe représentative d’une |e Calculer la dérivée de fonctions.
fonction dérivable en un point.  Exploiter le sens de variation pour ’obtention
Fonction dérivée. d’inégalités.

Dérivée des fonctions usuelles: x — \/; , X 1

et x — x" (n entier naturel non nul). *

Dérivée d'une somme, d’'un produit et d’'un
quotient.

Lien entre signe de la dérivée et sens de
variation.

Extremum d’une fonction.

Corrigés des activités

I Droites et parabole

© a. Voir4b.
b. (AB):y=2x-14
O a 05x(4)?-2x4-6=-6
Donc A(4 ; -6) se trouvent sur P.
b. Point d’intersection de ? et de I’axe des ordonnées : (0 ; —6).

0+4
c. Le sommet de la parabole a comme abscisse ( 5 ) =
X —00 2 +oo
f \ 8 /
d. Voir 4b.

O a %xZ—Zx—G:Zx—14<:>x:4.
A est donc le seul point d’intersection de (AB) et de %.
1 . .
b. 5 X2—-2x-6=2x-14 & (x—4)?>= 0. Vrai pour tout x réel.

La courbe ? est donc toujours au-dessus de la droite (AB) avec un seul point commun A.
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o a. Aappartient a la droite d’équation y=ax + b & b=-4a -6, soit (d,) : y=ax—4a-6.

b.

N

( \
Nl

W3

%

—A

.
c. —x*-2x-6=ax-4a-6x*-(4+2a)x+8a=0 (x-4)(x-2a)=0
Les deux points d’intersections sont d’abscisses 4 et 2a et sont donc différents si a # 2.

1
d. Ladroite (AB) n’est pas la seule car la droite d’équation x = 4 est également dans ce cas.

I Position limite d’une séc

O a %xz\tz:

W

b. et c. Voir 2.

point A.
o y

4+

ante
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1,02x-2,69

y=

Donc A [2 ; %] appartient a 6.
d. Le coefficient directeur de (AM) semble se rapprocher de 4 lorsque le point M se rapproche du

0,5

b -1
0,25

Vi

On conjecture que V, = b?




IR Limite d’une expression

PARTIE A
(1Y 2)
a.
x -0,1 -0,01 0,001 0,01 0,1
fL(x) 3,01 3,000 1 3,000 001 3,0001 3,01
fo(x) -0,3654 -0,3367 -0,3330 -0,3300 -0,2990
b.
YA
(Gfl
3
2 -
1 -
T : >
-0,1 0 0,1 x
(sz
c. Lorsque x se rapproche de 0, f; (x) se rapproche de 3.
Lorsque x se rapproche de 0, f,(x) se rapproche de % .
PARTIE B
00
a.
x -0,1 -0,01 -0,001 0,001 0,01 0,1
g () -10 -100 -1000 1000 100 10
8 (x) 100 10 000 106 106 10000 100
g3(x) -1000 -108 -10° 109 108 1000
8,(x) 10 000 108 1012 1012 108 10 000
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)
'
)
1
1
)

c. Lorsque x se rapproche de 0, g;(x) prend des valeurs de plus en plus grandes (en valeur absolue).

Sil'exposant est pair, g;(x) « se rapproche de » + oc.

PARTIE C

Lorsque x se rapproche de 0 par valeurs négatives, A(x) se rapproche de +oo .
Lorsque x se rapproche de 0 par valeurs positives, A(x) se rapproche de —oo .

Lorsque x se rapproche de 0 par valeurs négatives, B(x) se rapproche de —oo, etlorsque x se rapproche

de 0 par valeurs positives, B(x) se rapproche de +oo
Corrigés des Travaux pratiques

Vitesses @

PARTIE A
© Voir Partie C, question c.

@ Les trois vitesses moyennes demandées
sont 4,8;8,2et4,8 m-s L. ( A el o i]
|1 femps digtance
© La vitesse moyenne du cycliste sur tout 2 2 | 0 MIB5EE MOYEnNE
le traj égale 25,9 m-s’! 3] 206 | 000 4 755
e trajet est égale 25,9 m-s’l. 2 B o0 CRES
Sa vitesse minimale est bien str nulle car & 540 3000 4785
. S &
il part al'arrét. =
Sa vitesse maximale ne peut étre |5 550
. g o 4EDS3 " 8 0,090%" - 0,01 09¢ + SE-10
trouvée. 10
11| ¥
2
PARTIE B 13 2500
I
o (Voir ci-contre) 4E |
- 2000
. 16
© - La version actuelle du tableur d’'Open- |77
Office ne permet pas encore de choisir 1'3 e
comme courbe de tendance celle d'une [ Sy
. R . . e
fonction polyndome de degré 3, mais |z
. . . 500
seulement une fonction affine ; les |73
vitesses demandées seront alors toutes ;If_ b . .
] a 1060 il vl
.

égales a 5,68.
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¢ La version actuelle du tableur de Microsoft Office permet de choisir comme courbe de tendance
celle d'une fonction polynéme de degré 3, mais 'équation qui est donnée n’est pas une bonne
approximation, en particulier lorsque x vaut 3 000.

¢ Par contre, les calculatrices donnent d’excellentes « courbes de tendance » en utilisant ’entrée
« statistique a deux variables ».

On pourra prendre y = — 0,000 0381 787 2x3 + 0,030 924 764 2x*> - 0,010 901 999 7x.

L1 Lz L3 2 Re Eﬁug i Eug "
L] =g Fthx e ot
g@s fatm a=-3. 8178725
EE% Eggg b=.8l0924 /42
............ c=-.@8189a19997
d=8
L3tr= [ |

a. Avec f(x) =- 0,000 0381 787 2x3 + 0,030 924 764 2x* - 0,010 901 999 7x, on trouve :

* Vitesse moyenne entre les instants 270 et 280 : 8,335 m-s™L.

* Vitesse moyenne entre les instants 270 et 271 : 8,339 m-s™L.

* Vitesse moyenne entre les instants 270 et 270,1 : 8,339 m-s°!.

b. Sih > 0, entre les instants 270 et 270 + h, la distance parcourue est égale a f(270 + h) — f(270) et le
temps qui s’est écoulé est égal a h.

Si h < 0, entre les instants 270 et 270 + h, la distance parcourue est égale a f(270)-f(270 + h) et le
temps qui s’est écoulé est égal a —h.

c. Comme l'intervalle de temps devient de plus en plus petit, on pourra dire que cette vitesse
moyenne tendra vers une vitesse instantanée.

PARTIE C

a. *E_TETICET w
=ga” # xR a+d

o

" @)

slaos)m1500- 22112710
salive A bl
gi33!]=15nu+—13113”9

Hhi4g
Y zl5a0)=3000

= and &Ti and c= and d'=0
- A64d 162 v

1 , 5
X+ — X
8748 81 3500 A

g est croissante sur [0 ; 540] car sa

dérivée est nulle en 0 et en 540, et 3000
strictement positive sur [0 ; 540].

c. (Voir ci-contre). 2500

d. g'(270) = ? = 8,33m-s™ ! soit

b. gx)=-

2000
30 km-h™l. Ceci est la vitesse

instantanée en ¢ = 270. 1500
e. Comme g est une fonc-
tion polynéome de degré 2, son oo
maximum peut étre trouvé rapi-
dement. Il est atteint en £ = 270. 500

>
>

T T T
0 200 400 600
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Jyi¥4 0 Cas particulier de courbes de Bézier @

o a. f(0) =f(10) = 0. Donc les points O et M se situent sur la courbe de f.
b. f’(x) =3ux?*+2(v-10w)x - 10v

=2 - -10v=2 - v=-0,2
fa0)=-1 300w +20(v —10u) —10v = —1 u=0,01

C.

PAZHA0, LR =0, 2R H =100 E?raﬂériué{ YK
2. 0R8Ra58a 1
Tar;eﬂériuéi‘h .
= 99999999

=y, k]

o a. g(a) = g(b) = 0. Donc les points A et B se trouvent sur la courbe de g.
b.
» Avec calcul formel

mgm::.:u'Hﬂ-.ru‘n;n-ap'l_:-t-h_u

X_-> ((U-x+V)-(x- 8 ))-(x- b ) M
Ederru'ﬂl;g.::},x;
(U= (%= @ ))= (= b Y+ {U- X4V} (4= b (U X+V): (x- a ) M|
|§5tmpliﬁetisul:ls!i!uartu‘nj:{ra}'1x-b]+|u'x+w'|x-h]+ru'x+~.r:|‘[x-ﬂ|.:=an
5 rr |
a -u-(a-bj-u +a-v-b-v M|
E simplifier{substiiuer(u” (e-a)" (x-biHu =) OebiHu e (-a),x=h))
i, i h's > - . -
{(~@)-h)-u=-a-v +b" -u+b-v M|
|Efasuutlre__sys1&mamlin gaire{[a"2"u-a’"b "u+a"v-b"v=c ~a'b"u-a"v+b"2"u+b v=d].[uv])
c+d -aj-d-b-c

Caz

2 gl 2
a -(2-al-b+b & -(Z-aj-b +h

¢ Sans calcul formel

La fonction g se développe en g(x) = (ux + v) (x*> — ax — bx + ab).

La fonction dérivée g’ est de la forme g'(x) = u(x-a)(x-b) + (ux + v)(2x—a-b).

Cette expression de g’(x) permet les calculs les plus rapides si 'on n’utilise pas de logiciel de calcul
formel :

c+d
g'la)=c (ua+v)(a-b)=c 7(a7b)2
= =3
| g'b)=d | wb+v)(b-a)=c _ bc+ad
(a-b)?

o En utilisant le résultat établi dans la question 2, on obtient :

Intervalle a b c d [
0;10] 0|1 2 |-1 L - 10)x=20)
100
mo;15) |10 [ 15 | -1 | 1 —%x (x—10)(x—15)
[15; 30] 53] 1 |-2 L xxr—15)x-30)
225
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a ¥ \
x{r-20){c-10) (oo
100
v | fe=18){x=
ﬂl.-\..l=1 \x 1 15|:—'.—U:|:III 10SxS&15
A [ ~15 -
5 31", *_J".]:I'EE‘. ‘:'-:'.15.5;.53-:} E ﬁ\
- o \
4 i
, b’
N / !
\ z/-’ "I.II x
* \\\'\_//
| _J

WM Méthode de Newton 0%

@ Labscisse du point A; est
environ 1,79 et, graphique-
ment, 'abscisse du point d’in- 44
tersection de la courbe avec
I’axe des abscisses est environ
1,68.

3A
O a. cf cours.
b. Comme l'ordonnée du
point A, est nulle, on déduit 5]

de la question précédente que
son abscisse est égale a

(x,)
Xp = X, - f, 0~ . On constate ;|
f(x)

u'une hypothése nécessaire
a yP neces A,=(1,79;0)
pour calculer ce point d’inter- (1,68;0)
section est que la tangente ne —] T

. dtie @ fang o] —1
soit pas parallele a 'axe des
abscisses.

5 (x,)
c. Deméme, x, =x, — f, =
fx)
© a. Létude du signe de
4
x -1
fx) = 0 permet de
donner le tableau de variations de la fonction f':
X |-o0 -1 +00
f’ + 0 -

-0,01
f / \ o /Y
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dl A B [
I
2 |indice | abscisse xi ordannég ¥ dérivéa an i
3 0 3, 00000000000 4 46000000000 8 00000000000
4 1 2 44250000000 1 39436273978 3 45908442125
5 2 2 03935632049 0 40163045289 1 52584913701
& 3 1 7E297645231 009130023537 093347113974
? “ 1 69516921648 001044262645 0,7 2575693655
8 & 1 BE0TE0E 1623 0000195999539 (0 5980757 B39
P Ei 1 BE49412208 0 00000007793 05576317920
10 7 158042401125 | D 000000000000012 | 0 BS/531557 18
(11 g 1 BE049401125 | 0.000000000000000 | 0697531657 18

c. En C3:=(B375-5*B3-5)/50 EnD3:=(B374-1)/10

La formule a mettre dans la cellule B4 est une conséquence immeédiate de la question 2.

d. D’apres le tableur, une valeur approchée est 1,680494 (a 10~ pres si les approximations faites par
le tableur dans les calculs sont négligeables).

Algorithmique 1 Déterminer une limite en zéro @
(1)

Traitement
Sortie

Affecter 1 aux variables I, x; et D
Tant que I < 100 et D > 0,0001 faire
affecter (5x;2 + 3x9)/%; a y;

afficher I, x; et y;
affecter x;/2 a x,
affecter (5%2 + 3%x,)/%; a Y,
affecter |y,-y;| a D
affecter i + 1 a i
affecter x, a x;
Fin du tant que
Afficher le mot “limite” et y, avec 3 décimales.

@ Voici deux exemples avec Scilab puis Xcas.

Avec Scilab : Avec Xcas:

1/ Trat tement

pod=lrmlsl pdslr
I'Tﬂ-li 1100 & 40,0001 do
Fl={S*xL¥o3+F0xL} /ml}

Jimitef [0} 0=
fr=ipxl=1;d=1;
tantyms §<1000000 ot d30.0001 fairen

SlafCighar [yl =1, 1) yle=(S*ml=I+3%ul) Ml

EP=ilid; w2 i=n S yE i (5l I xE) il

Yo={S*xIVETLF4nI) FRI Wt [ T LERE % 4 . =

G (YT -N1) 3 de=abs [(y2-¥1) jLe=d+i nli=x2;

I=141; framtgue;

Al=d afficher "la limite pourrait dtre ® rawnd(y2,.3);
e i 1

e HLimeroond (10000 1) F10000 ;
f f Fortis

w |afficher("la limites senble A®tce “sabeiag (Lim))
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© a. Lalgorithme modifié a la calculatrice q )
donne le méme résultat pour la fonction g que
pour la fonction f.
La représentation graphique de g montre
cependant que la limite de g en zéro ne peut f
pas étre 1: .1.|'I
On peut par ailleurs remarquer que pour
x>0, g(x) =3 + 5x alors que pour - 0,6 <x <0,
glx) =-3-5x.
b. La limite en zéro proposée par l'algorithme
n’est pas exacte car aucun calcul n’a été réalisé

pour des valeurs négatives de la variable.

0 Pour améliorer I'algorithme initial, il faudrait
également faire les calculs pour des valeurs
négatives de la variable et donc ajouter une

|

deuxieme boucle conditionnelle « Tant que »
puis, pour conclure, comparer les deux valeurs trouvées :

Traitement Affecter 1 aux variables I,x; et D
Sortie Tant que I < 100 et D > 0,0001 faire
affecter (5x;2 + 3x)/x; a y;
afficher I, x; et y;
affecter x;/2 a x,
affecter(5x,2 + 3x,)/%, 4 y,
affecter |y,-y;| a D
affecter i + 1 a i
affecter x, a x;

Fin du tant que

Affecter yl a résultatl

Affecter 1 aux variables I et D

Affecter — 1 a Ta variable x;

Tant que I < 100 et D > 0,0001 faire
affecter (5x;2 + 3x)/x; a y;
afficher I, x; et y;
affecter x;/2 a x,
affecter(5x;2 + 3x,)/%, 4 y,
affecter |y,-y;| a D
affecter i + 1 a i
affecter x, a x;

Fin du tant que

Affecter yl a résultat2.

Si resultatl = résultat2 alors afficher resultatl.

Sinon afficher « pas de limite ».

© Lalgorithme ne fonctionnera pas si le comportement de la fonction f change pour des valeurs trés
proches de 0 que 'on n’aurait pas atteintes, par exemple que D soit devenu nul.
11 suffit donc de prendre une fonction qui a les mémes valeurs en 0,5 et 1 pour que la boucle ne soit
plus parcourue et qu'une fausse valeur de limite en 0 soit affichée.
Exemple : pour h(x) = (x - 0,5)(x - 1)(x + 1)(x + 0,5), la limite annoncée serait de 0 alors qu’elle est
de 0,25.

3. DERIVATION * 75



Algorithmique 2 Dérivée d’une fonction polynome de degré n @
o

Entrée :
Traitement : Pour
Sortie :

Pour

L’entier naturel n

i allant de 0 a

i allant de 1 a n

demander un nombre réel et 1’affecter a Ta variable x;

affecter le nombre i*x; a la variable x;-1

Pour

afficher le texte xAi et le nombre x;

i allant de 0 a n-1

Avec XCAS :

Avec calculatrice TI :

Avec calculatrice Casio :

T Zmite

PROGRAM: DERFOLY
ilnput. "H 7?"sH
PH+12cfimdl 12
tFor(l.1.H+13
Plneut MEMsl4CID

======DERPOLY
"H"?_}H{J )
H+1+Dim List 1«
For 1+I To M+l
E+L1st 1[I1e

tEnd upOLY L Lex%{il
: 3 15 4
PorcI, 2o [For [E7++ 0 T s D
T v ione S, LA
Algorithmique 3 BRTC R o
PARTIE A
O/=g
O a g =(x-3)(x2-2).
b.
X —o0 —\/5 \/E 3 +oo
(x-3) - - - 0
(*2-2) + 0 - 0 +
8W) - 0 + 0 - 0 +
© Le tableau de variations de la fonction f est donc :
X —00 —\/E \/E 3 +00
Signe de
- 0 + 0 - 0 +
f’x) =g)

f N

PARTIE B

@ b, cet dsont les bonnes réponses car, dans ces situations, la fonction g change de signe entre x; et x,.

e Sur un intervalle [a ; b] découpé en n intervalles de méme amplitude e =

b-a) , 'algorithme
n

recherche les changements de signe de la fonction g en étudiant successivement si g(a + ke) et

gla + (k + 1)e) sont de signes différents lorsque k est un entier compris entre 0O et n— 1.
Si pour une valeur k, de k, gla + kye) est nul, 'algorithme affiche a + kje. Si pour une valeur
ko de k, g(a + kye) et gla + (k, + 1)e) sont de signes différents, ’algorithme affiche I'intervalle

[a+ kpe; a+ (ky+ 1el.
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O 0

Par exemple :

Avec calculatrice TI :

Avec calculatrice Casio :

PRDERHM BHLHVHEI
t "H 7 "R
iInPut "E 7 "3E
nPgt
(B-FI)/H+EIB+]

(KB, H-1
A A H N
+HE ‘-r't-i

ITI" ™

" I,"I:IHNS" H=Es
3= H E

I I=: Then:Dis

ErP1HS DE WALELR

'U “xm foama own
ﬂ""}ITI"‘

EALAYAG1
n "Iafd
ng on 7":"5{4
WE P

CB-A)+H+EsB+1a
For B+ To H-14
A+KHE*=3Y1+% i K+E*$i%1

24
If Y= B Then I+1+I:"LUAR

"EST" =

I fEnd«

If Wegals Then I+1=I:"
UALELR"

WDANS 2 { RE , ¥ ba
IfEnd Mexta

If I=A:Then "FRS DE U
ALEUR": I fEnd

© a. Cette fonction s’'annule en deux valeurs proches de —1 000 et 1 000 et ayant une valeur absolue trés
grande. Sil’on ne choisit pas au départ un intervalle qui les contient, on ne pourra pas les trouver.
b. Dans ce cas, la fonction ne s’annule qu’en un point sans changer de signe. Pour la trouver, il
faudra que 'une des n valeurs calculées soit exactement égale a —w. Ceci ne peut se produire, sauf si
le logiciel calcule en valeur exacte et que la valeur —n est une des valeurs de a + ke.

PARrTIE C

a. Les figures qui répondent a la question sont les suivantes.
La valeur de f{x,) ne doit pas se trouver entre les valeurs f(x,) et fx;).

( ¥ \ 4 ¥ )
B 'A
-
‘C
‘A
O x 0 x
.E
& J L J
b. Par exemple :
Avec calculatrice TI : Avec calculatrice Casio :
PRDERHM HLHV 2z EALAYAG
tIneut E HS "H "TaAL -
tIneut "B "7 ",'EI L] =R R = ]
iInPut. "M & My nH e
'EB EIP/N-*E gﬂ' EEF Fll%| E-}% Elﬁlg
o or H+
TREERE S Y g 2y
IRtEaNE .T,Hé A+K=E+Ha Y1+ H+E+H Y1
ERHESNEY T FEIA+EFRIY 14T

FIF (2-VImT-2)¢
FRORENR LR

Y ruEY@

If cZ=WamiT—z24@: Then
T+1+Te"UALELIR": T
WORAHSY 21 HoFHE, ¥ Y
IfEnd: Hextd

If I=0:Then "FRE DE U
ALELR": IfEnd
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IZgalslhl=lajiai-inai Y Demi-cercle et fonction @

Comme x? + y?> = 1 et que la valeur y est positive, on a :

fo) = V1-x?

Le nombre dérivé correspond au coefficient directeur de la tangente au point correspondant.
Calculons-le.

eEnx=1

Remarque : Un logiciel de géométrie dynamique ne permet pas de conjecturer le résultat ; en effet,
lorsque le point M se rapproche du point A, la droite (AM) disparait assez rapidement.

[ 2
Fa+h)—fQ) -2n-h? h _ﬁ_l 2
-2<h<0, " = = A =— ,E,L

h

Pour

2 YRR PR s
Or —, /_E —1 n’admet pas de limite finie lorsque & tend vers 0 par valeurs inférieures. Cette derniere
affirmation peut étre prouvée par 'absurde en montrant que pour tout nombre réel o, les valeurs de

2
— /75 —1 ne peuvent pas étre proches de o lorsque h est proche de 0.

Donc f n’est pas dérivable en 1.
eEnx=-1
On procede de méme.

[2
0 fCl+h) - f) V2h-h _h h’l_ [2
<h<2, = = =,—-1.
h h h
2

Pour
h

Or 4/5 —1 n’admet pas de limite finie lorsque & tend vers 0 par valeurs supérieures.

Donc f n’est pas dérivable en — 1.

Prolongement
Pour-l<a<let-1l<a+h<l,
f(a+h)ff(a)_\/lfa272ah7h27\/17112 3 —2ah - h?

h h h(\/l—azfzh—h2+\/lfa2)

_ —-2a-h
V—a® —2h-1 +\1-a?

qui admet comme limite

lorsque & tend vers 0.
1-a*

et iy 9 d4)  Disques tangents dans un carré @

© Ftude de la premigre situation
Premiere étape : réaliser la figure a 'aide d'un logiciel de géométrie dynamique.
Dans un carré ABCD, placer un point M sur [CD] ; O,, centre du premier cercle, est I'intersection du
segment [AC], diagonale du carré, et de la perpendiculaire en M a (CD).
La perpendiculaire a (AC) en T coupe (AB) en E; le cercle de centre E passant par T coupe (AB) en N,
point de contact du second cercle et permettant de placer O,, centre de ce cercle.
Les positions limites I et ] du point M sont obtenues lorsqu’'un des cercles est inscrit dans le carré.
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On peut conjecturer que l'aireest (& _ . )
diplacer M M dregue 1 Gisgque 2 SpEme

minimale lorsque le point M est 0,196 DATTS QlZe DA%

environ aux 2/3 du segment [CD]

et alors les disques semblent de

méme rayon.

Laire est maximale lorsque 'un

des disques est inscrit dans le

carré.

Deuxieéme étape : prouver les conjectures émises.

Prenons comme unité la longueur du c6té du carré, soit CD = 1.

Notons x la longueur MC. On montre que les valeurs possibles pour x sont les nombres compris
entre 1,5 - \/5 et 0,5.

Notons y la longueur AM. Comme la longueur de la diagonale du carré est J2,ona:

x(1 + \/§)+y(1+ \/E): \/5

Doncy=-x+2- \/5

La fonction représentative de la somme des aires des deux disques est égale a :

fO) =m +m=x+2- N2 )2 =m2x2-22 - V2) + (2= 2)2)

Le tableau de variations de f permet de répondre a la question.

x  [15-42 2-V2 0,5

2
') - 0 +

m(4,5-32) m(4,5-3+2)
m(3-2+2)

. - . . i1y 2
En conclusion, le minimum de la somme des aires est atteint lorsque x est égal a

2
et vaut

w(3-2 \/E ). Le maximum de la somme des aires est atteint lorsque x est égal a 0,5 ou 1,5- \/E et vaut

m(4,5-3+2).
2-2

Lorsque x vaut , I'aire de chaque disque vaut (1,5- \/E ).

Etude de la deuxiéme situation (& G N
Premiere étape : réaliser la figure a 'aide

d’un logiciel de géométrie dynamique. Mg disges 1 =012
Mire disgos 2 = 0131

Cette construction ne permet pas d’émettre P A e

les conjectures de maniere idéale. Il
semblerait que la somme des deux aires soit
minimale lorsque le point M est environ au F
quart du segment [AB] ; alors les disques
sont de méme rayon.

La somme des aires semble maximale
lorsque I'un des disques est inscrit dans le
carré.

-]
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Deuxieéme étape : prouver les conjectures émises.
Notons x la longueur AM et y la longueur BN, on monte que les valeurs possibles pour x (et pour y)
sont les nombres compris entre 1,5 — \/5 et0,5.
Appliquons le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle EKF :
x4y =0-x-y7+x-»* D
Un logiciel de calcul formel permet de montrer que :
1) o @y-+2Jyr +D)y-@x-2vJx +1)=0
<:>y=x+2\/; +1 ouy:x—Z\/; +1.
Comme(0<ys< l,onay:x—Z\/; +1.
La fonction représentative de la somme des aires est égale a :
8x) = mx? + myP? = mx? + w(x -2 Jx + 1)2

) = %(Zx\/}—3x+3\/§—1)=%(x—\/;+1)(2\/§—1)

Le logiciel de calcul formel permet d’obtenir le signe de la dérivée.
Le tableau de variations de g permet de répondre a la question.

x  |15-V2 0,25 0,5
2w - 0 +
(4,5 3v2) (4,5-3v2)
T’ iy
. \ /
m
8

. - . . 1 s T
En conclusion, le minimum de la somme des aires est atteint lorsque x vaut " et est égal a B

Le maximum de la somme des aires est atteint lorsque x vaut 0,5 ou 1,5—x/§ et est égal a
(4,5-342)
—

© 1l ne reste plus qu'a montrer qu'il n’existe pas d’autres situations possibles.
On peut, quitte a modifier le nom des sommets, se ramener au cas oll un disque est tangent aux
cOtés [AB] et [AD].
Le deuxieme disque peut alors étre tangent aux cotés [AB] et [AD], [AB] et [BC], [AB] et [CD], [BC] et
[CD], [BC] et [AD] ou [CD] et [AD]. On ne retrouve que des situations déja étudiées et des situations
a préciser :
¢ lorsque le second disque est tangent a deux cotés opposés du carré,
la situation est « figée » et est un cas particulier déja rencontré ;

¢ lorsque les disques sont tangents aux deux mémes cotés du carré
et non confondus, la somme des aires est maximale lorsque le plus
grand est inscrit dans le carré. Cette somme peut étre rendue aussi
petite que 'on veut car elle tend vers zéro lorsque les deux rayons
tendent vers zéro !
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Probleme ouvert 3 ENITILELLIGLIE @

Un logiciel de géométrie dynamique permet ( )
de conjecturer que les points de la parabole
d’abscisse x, comprise entre o = — 6,5

et B = 0,15 sont visibles depuis A.

& J
Recherche des tangentes a la parabole passant par A
Les points M de la parabole visibles du point A sont les points situés entre les deux points de contact
des tangentes a la parabole issues de A. Le logiciel GeoGebra permet de tracer rapidement ces deux
tangentes.
Déterminons les abscisses des points de contact des tangentes avec la parabole.
Une tangente a la parabole au point de coordonnées (a ; —a® + 2a + 5) a pour équation :
y=(-2a+2)(x-a)-a**2a+5

Cette droite passe par le point A(- 3 ; 0) si et seulement si :
0=(-2a+2)(-3-a)-a?-2a+5< a’>+6a-1=0, cest-a-dire si et seulementsia= -3 - \/ﬁ
oua= -3+10 . On retrouve bien les valeurs conjecturées.
Lorsque a est compris entre —3 — J10 et —3+4/10, le point de la parabole d’abscisse a est donc vu
du point A.
Remarque : Une autre facon de raisonner consiste a déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que les droites passant par A coupent la parabole en exactement deux points. Les droites
non verticales passant par A ont comme équation y = m(x + 3) avec m parametre réel quelconque.
Déterminons alors les conditions sur m pour que ’équation :

-x*+2x+5=m(x+3) (1) admette au moins une solution.
(1) & -x*+(2-m)x+5-3m=0.Cette équation admet des racines si et seulement son discriminant
est positif c’est-a-dire si (2 — m)? + 4(5 - 3m) = 0. On retrouve alors 'intervalle dans lequel doivent
se trouver les pentes des droites passant par A qui répondent a la question posée, puis les abscisses
de M cherchées.

Corrigés des exercices et problemes

[ch POUI‘ hien commencer b. « Lorsque & tend vers 0, f(h) tend vers -3 et

lim f(h)=-3.»

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le h=0

manuel, p. 343. IE¥ a. Développer.
b. Pour h =0,

. . . 10+h)®* -10°
Exercices d’application —————— =/?+30h+300

Il Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

c. Le nombre dérivé de la fonction x — x3 en x = 10

vaut 300.
a. ,
a. Développer.
R [-01| -001 | -0001 -0,00001 | -0,0000001 -1+h)* - (-1*
b, T ZCD g g en-a.
f(h) |-3,01|-2,9956 | -2,999 506 | -2,999 995001 | -2,999 999 95 h
c. Le nombre dérivé de la fonction x— x*enx=-1
h 0,000 000 1 0,000 01 0,001 0,01 0,1 1 vaut — 4.
f(h) |-3,000000 05 |- 3,000 005 001 |- 3,000 506 |- 3,005 6|-3,11|- 9,5
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2.

.
b. a=-2,5
c. A= f(=2,5+h)- f(-2,5)
h<0.

vaut2sih>0et-2si

A n’a pas de limite lorsque h tend vers 0 donc f n’est

pas dérivable en —

2,5.

I Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

Equation de la tangente a € au point A :

y=+2x-8

Al
-z 2 4./"::
=& Sa

V4
-4+ 4
1/
v
_E:/
/] )

Ty:y=-0,5x-1
Tg:y=2x-5
Tc:y=x-1
TgNTc={D4;3)}.

Ces 3 tangentes ne sont pas concourantes car D

n’'appartient pas a Ty.

(15 S

-
x 0 4
a. 2 ~1 :
1 1
b. -1,5 -= —-= F
@ 3 4 '
=
C. 0 -3,5 0
d. -1 1 1 \
. .y b.
Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343. e
¥ L]
EJl a. b.etc —1J—-
r 3
£ ! = R b e ———~ I . .
1 1 L i 3 q Gx
. i i
_/ '\
z c.
e W . A
= -2 -1 0 ":' x ."r
s
= I !
=z y
!
= i} f
7-";
\ A J \. il i J
) .y d.
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 343. e i . N\
11 i f
|
i I
X 0 1 2 ik 'I
’ _ : df 2 ®
) 0 1 4 '_-._,_'."r il
ot l
L G
\ Y y,
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H rw=o0
frx) =4x8-
m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

o RO

3x
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

feo=-4+2
X X

2000
22 X))z ———
! (100x +1000)*

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
ek
2J—

XA '(x) =
24 [ (3x2 7

-4
25 BMeE
25 [ =y

-8x
26 X)=——7.
26 [ a7

Un logiciel de calcul formel donne :
P - —12x° —6x* +2x” +24x+4

(x4 —4x* —x+2)2

Autre méthode : Le nombre dérivé en x = 1 de f
obtenu a la calculatrice vaut 3. Par la fonction f~
proposée, ce nombre devrait étre égal a —4.

a.ethb.f'(x) =g'x) = % .
+ X+
c. f0)-go = 10. v
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
a. y=-50 b. y=24x+10.
c.
d. f(x)-(24x+10) =x3-8x>-19x-10

= (x=10)(x + 1)2
Si x > 10, ‘Gf est au-dessus de d, ; si x < 10, <€f est
au-dessous de d,.

E a ox2+200-0=
b. Non; pas la droite d’équation x = 2.
c. Il faut résoudre le systeme

3 2
_24
X o ax+20-a)
64
3(x* —16x)
64

[ 3(x* -16x)
aqa=—
64
And 3 _ 2 2
X’ —24x _ 3(x° —16x) (x—2)+2
| 64 64
[ 3(x? —16x)
aq=—-
64
(=4
3 2 2
X’ —24x _ 3(x° —16x) (x—2)+2
64 64

S(x —-16x)
64
2x% —30x* +96x+128=0

l _3(x*-16x)
l
B

(=4

g

2(x -8 (x+1)=

x=-1
= _ 5l
T 64
. 51 13
Les droites d’équation y=-3x+8ety= —x+—
64 32

sont tangentes a ‘€.

¢ Un tracé donne I'impression que la droite est
tangente en x = - 0,5. Le calcul d'une équation de la
tangente en x = — 0,5 le confirme.
f(x) = 4x3 - 2x.
e Une étude de la variation de f et un zoom a la
calculatrice permet de conclure que la droite a deux
autres points d’intersection en :
x=-02etx=1,2
¢ Un logiciel de calcul formel donne 3 points d’in-
tersection aux points d’abcisse :
\/5 +1 —\/E +1
Xg=
2 2

et on calcule, toujours avec le logiciel, les nombres
dérivés en ces points, pour montrer que la droite
n’est pas tangente en x, ou en xs.
La droite est donc tangente en un point exactement
ala courbe def.

x,=-05

Xy =
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m Pour h#0, f(a+h)—f(a):k—k:0.

h h
fla+h) - fa) (a+h)-a
o P , = =1.
our i #0 Y p
m a x/a+h—\/;_ 1
h \/a+h+\/5
@(\/a+h—\/;)(\/a+h+\/;)=h
sh=h
b, fmYeth-Na _ oo 1 1
: h—0 h h—)O\/a+h+\/; 2\/2
e Pourhso: JOEW-fO@ Vo _ 1 o1

n T

peut avoir une limite / lorsque & tend vers 0 car non
borné. f n’est pas dérivable en x = 0.

36 N ¥

2

b. Sur]0; +oo, f(x) =x et f’'(x) =—1.

Sur ]-oo; 0, f(x) =—x et f'(x) = 1.

fO+h) - f(0)
h

I..
[

'
i
=
-

c. Pour h > 0 : vaut % et admet

fO+h)-f(0)

vaut
h

comme limite 1. Pour h < 0 :

—-h .. ..
T et admet comme limite —-1. Donc sa limite

lorsque h tend vers 0 n’existe pas. f n’est pas déri-
vable en x = 0.

a. Sur]5; +ool, f(x) =1 et f’(x) = 0.
b. Sur]-oo; 5[, f(x) =—1etf’'(x) =0.

C.

( J N\

L | ; 1 x|

g H J

d. Pourh>0: w Vaut%.
Pour h<0: w vaut —%.

Donc sa limite lorsque h tend vers 0 n’existe pas. f
n’est pas dérivable en x = 5.

E] a. 02-46%x0=0 et 52-4,6x5=2.

b. £(0) =—4,6.

c. Parabole passant par O : g(x) = ax? + bx
g)=1b=1

84 « 3. DERIVATION

Donc g(x) = ax? + x. Or g(5) =2. D’ota=-0,12.
g(x) =-0,12x% + x

EB) Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

a. f’(x)=x2—169

b.

X |- -13 13 +00
[’ ) + - +

4394
3
f
. 4394
3

C.

. =& )
FA
II 'I.E{.Ili-
| _"ul k
[ &
i:.::l'.l W g 10 .‘:l.'ila
|| - 501004 I'._‘ Illl
| |
~ 104 '\._‘ !
1200 ;
— |
fx) =12x% + 18x - 210
X |- -5 3,5 +00
[ + - +
375
rl 7 T
-853,25
( ¥ 1\
([
I|' dood-
R .)\x N
-1a] -5 1o 5|| 10
I |
| znqll ‘I
{ -4004 |
| |
-nuu--"', |
I| - B0 H_ )
\ Y,
, 1
fro=2-—
V2 V2
X |-oco -— 0 — +00
2 2
[ + 0 - - 0 +
1-2V2
TN A4
1+242




Vil
/ _J‘_
. -"Ir.l J
123
fr=—""=
(x+12)
X |-oo 12 +00
f’®) + +
f > —_
( | ¥ )
|
."|I A
/
A 20
b ' "f-'-___d_.
a0 -in -10 4 o 2o
=
FiiH
!I.
g
§ ! J

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

2
f,(x)ZS(x +2x-1)

2
x2+x+2)

X —oc0 7\/5—1 \/E*l +oo
f’x) + 0 - 0 +
10v2 +16
7 \
f
~10J2+16
7
( ¥ N
-'—'_'_'_'_'_'_\‘; Fa
&5 -4 =2 (= ::. l:l W
. il Y

2(x2+l)2
x |0 V3 +o0
f'®) + -
ry_— \EF T~
s \
il , ,
L J 1 3 )

Ce sont les mémes que celles de x—x3.
Donc f est croissante sur R.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

Surl]4;+oo[ x —Jx décroissante, x — 2 — Jx

1
2-x

décroissante, x — croissante. Donc f crois-

sante.
E] a.etb.f’(x)=2x-7.

X |-o0 3,5 +o00
[f(x) - 0 +

f \ 825 /

c. Le maximum de fsur [4; 6] est—12
car f(4) =—18 et f(6) =— 12

Le maximum de f sur [- 10 ; 6] est 164
car f(4) =—18 et f(- 10) = 164

2
[51] fv(x):?’—_x

(x2 + 3)2 .
X —00 —\/g +00
) - 0 + -

¥
.
i

L

2N
:
e
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La fonction f admet un minimum sur 'intervalle
. 3

]—oc; 0] en 7\/5 qui vaut 7%.

La fonction f admet un maximum sur l'intervalle

[0; +oo[ en \/5_’ qui vaut % .

x-1
52 "(x) =
B s -~

x |0 1 +00
@) - 0 +
D SN __
s 2
(¥ )
ﬁ- Y
\ -
o —
\_-l 1 & 3 '; 8 )
f admet un minimum sur ]0 ; + o[ qui vaut 2 donc
pour tout x strictement positif, Jx + % =2,
X
f(x) == 60x(x-5)(x + 1)
X |- -1 0 5 +00
) + 0 - 0 + 0 -
-3456 864
-3511
e ; A
pLEE L
||l. lII
.-"I II|
= o I.-| ] E =
|II |
10To ! |
| |
[
fuel 8
|
/ I
= 10 { |
| e J

Le maximum est atteint en x = 5 et vaut 864.

£7(0) = 12x(x- 120) (x- 50)

40000

X |- 0 50 120 +00
@) - 0 + 0 - 0 +
58,35 X 106

A A N

&

B3 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

m On ne peut pas en déduire que f admet un

maximum en x =10. Un contre-exemple (graphique

ou expression de f) le prouve.
f(x) =-0,004x* + 0,16x3- 2,1x% + 10x

wHf T

/ II'.
T _'Ilr j
[}

a.b.f'(x) = 15(x=2)(x- D(x + 1) (x + 2)

X |- -2 -1 2 +00
) + 0 - 0 + 0 - 0 +
-6 48

-28 26
( T I )
ey 1
= |
2 ."
A 1 _I.":u L 11
[N
. J

c. k<-28ou-6<k<26ouk>48:1'équation f(x) =k

a une solution.
k=-28 ou k=-6 ou k =26 ou k = 48 : I'’équation

f(x) = k a deux solutions.
-28 < k< -6 0u 26 < k<48 :1'équation f(x) = k a trois

solutions.
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x*+ 1)2
X |- -1 1 +00
f’x) - 0 + 0 -
1,5
f \0,5/ \

( ¥ )
- - m 1 1
N\ _J

c. ((f(x)*-2f(x) =0 < f(x) =0 ou f(x) = 2.
N’a pas de solution sur R.

m f’(x): (x+1)(x+5)

(x+3)z
a. eth.
X |-oo -5 -3 -1 +00
f’®) + 0 - - 0 +
-6
rF| ~ | , -~
s 7 _ N
o
- P
| | v
i 1 -~
I-\. A—ﬁ
e S s N I S TR
L \ -t
; .II *1
\ ! y,

c. x=-3 n’est jamais solution.
Six#-3:x*+4x+7=kx+3) o f(x) =k
Si-6 < k<2:1'équation n’a pas de solution.
Sik=-6o0uk=2:I'équation a une solution.

Sik<-60uk>2:1'équation a deux solutions.

[ La dérivée s’annule en x = -3 x 106
oux=>5x10"
Fenétrage2:-10<x<10et-6<y<6.
Fenétrage3:-9x 106<x<9x 106
et-1,3x1017<y< 1,8 x 1017

Fenétrage 1:

-3.0000376 x 107% < x < —2.9999549 x 10-6

et 1.34999999 x 107! < y < 1.350000006 x 10~17

B /- 1000x(:~2000)
(x~1000)’

£(2000) = 3999400
Fenétrage : — 2000 < x < 4000 et -2 x 108 < y < 6 x 108

; £(0) = —600;

( ] 1 B
E et ] I'-I o
“onnoon —
sy
oo
LRCTIU RS
i e I T FEE) A0 Al
P S
. A J

1. a.FAUX
f=0ex?-3x+2=20 x-2)x-1)=0

& xX€ -0 5 1]U[2 5 +ool.
Donc f est croissante sur I'intervalle ]-oc ;1] et f est
croissante sur I'intervalle [2 ; +ool.
Mais f n’est pas croissante sur ]-oo ;1]U[2 ; +oo[ car
ceci n'est pas un intervalle.
b. FAUX
Contre-exemple : f définie sur [0 ; +oo[ par
fX)=4+x.
Cette fonction f admet un minimum 4 sur son
ensemble de définition pour x = 0 mais f’(x) > 0 pour
tout x.
c. FAUX.
Contre-exemple donné graphiquement :
f’(1) = f’(5) = -1 et f est croissante sur I'intervalle
[2;4].

( N\
1T :

g

\_ [ i : 3 4 5

d. FAUX.

Contre-exemple : f définie sur I = [-1;10] par
f(x) = 100 — x? qui est positive sur I et décroissante
sur [0; 10].

e. FAUX

Contre-exemple : f'(x) = x>~ 1. a=1; f’'(x) < 0 sur
[-1; 1] donc f décroissante sur [-1; 1].

2. Si la fonction f est décroissante sur l'intervalle
[1;3]alorsf’(3) <0etf’(1) <O.

Cette affirmation est FAUSSE.

Contre-exemple : f définie sur R, décroissante sur
[1; 3], non dérivable en 1 ou en 3.

fX) =2|x-3| +|x-1].
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# ! !
L+
1 od r & 4 a %y
. J

3. Si f n'est pas décroissante sur [-1 ; 10], alors il
existe x appartenant a [-1; 10] tel que f(x) < 0.

Cette affirmation est fausse comme contraposée
d’une affirmation fausse.

On peut également donner un contre-exemple : f
définie sur [-1; 1] par f(x) =x + 1

4. Il faut remplacer « le coefficient a doit étre stric-
tement positif » par « le coefficient a doit étre stric-

tement positif et f[;—b] >0»
a

(I'ordonnée du sommet de la parabole, courbe de f”,

doit étre positive)

[E 1. a.Vitesse x'(1) =-9,8¢ + v,

XH=0t= Yo
9,8

Comme v, =< 0, ’équation x’(#) = 0 n’a pas de solution

sur ]0; 10].

Seule possibilité ici pour que la vitesse soit nulle :

vy=0etz=0.

b. La fonction x est décroissante sur [0 ; 10]

car-9,8t+1y,<0

Minimum : —490 + 10y, car x(10) =-490 + 10y,

Remarque : Méme avec une vitesse initiale nulle, apres

10 secondes la pierre aurait parcouru 490 metres !

Maximum : 0 car x(10) = 0.

v v
2. ax=0ot=—"2 xX@O>0=t< L.

X 9,8 9,8
o2 o
9,8 98

v
Casl: -~ =10 v,=98.
9,8

La fonction x est croissante sur [0 ; 10].

v
Cas2: 9_08 <10 = 1,<98

’ v,
La fonction x est croissante sur [0 ; 08 ] et

»

v
décroissante sur [ —% ; 10].

b. Pour que la pierre soit au méme endroit a deux
instants différents, il faut qu’elle ait atteint le
maximum avant 10 seconde (v, < 98)

c. Casl:v,=98

Minimum : 0 car x(0) =0

Maximum : —490 + 10y, car x(10) =-490 + 10y,
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Cas2:0<y;<98 x()=01=0
v
out= L o

4,9 49
Si49 <y, <98
minimum : 0 car x(0) =0

U [ Lo | = 5%
98 98] 98
Si0<v,<49

minimum : —490 + 10y, car x(10) = -490 + 10y,

502 v 502
Yo carxl Lo | - 2%
98 9,8 98

>10 = 1,>49

maximum :

maximum :

Bard 1 i )

Raisonnement logique

a. Oui f(x) =-5x + k.

b. Non: par calcul, ou par représentation
graphique.
c. Oui:f'(x)=g'(x) © (x- 1)(Bx—5) = (x— 2)(3x— 4)

& x=1,5.

o 11 . .
d. Non:sa dérivée ( 5 est strictement positive,
X+

donc pas de tangente parallele a ’axe des x.

Pas de tangente parallele a 'axe des y car il n’existe
par de a tel que f(a) existe et f non dérivable en a.
e. Ouicarf'x)=12x%-4,48x+1=1

214

ox=0oux= ——
5

f. Ouix—|x|.
g. Oui f définie par x— x sur [0 ; 1] a comme
maximum 1l ena=1.

m 1. a.La contraposée : « S'il existe x tel que f(x)
# g(x) alors il existe x tel que f’(x) # g'(x) ».

b. Laréciproque : « Si pour tout x tel que f(x) = g(x)
alors pour tout x tel que f’(x) = g'(x) ».

c. Lacontraposée de laréciproque : « S'il existe x tel
que f’(x) # g'(x) alors il existe x tel que f(x) # g(x) ».



2. 1.b. est vraie (évident) et 1. c. vraie (une contra-
posée d’'une proposition est vraie, ou alors démons-
tration par 'absurde)

La proposition initiale est fausse (contre-exemple :
x—x et x—x + 1) et 1. a. fausse (méme contre-
exemple).

[Ed . Dérivabilité: 12 est dérivable comme produit;

1 - .
— estdérivable comme quotient lorsque u# 0.
u

JE))

e Méthodel:

CIEN-GI

e Méthode 2:
(L] _Oxuz—lx(uu)‘__u'muu'_ 2u'

+
S

u' u’ u’

(u+v)(a+h)—(u+v)(a)
h
_wa+h)+w)(a+h)-w)(a)-v)(a)
h
_w(a+h)—(u)(a) N W) (a+h)-(v)(a)
h h

(u+v)(a+h)-w+v)(a)

Donc la limite de

h

existe lorsque & tend vers 0.
Or lim @) (a+h)—-W)(a) _ w(a)

h—0 h
et lim W)(a+h)-Ww)(a) _ V(@)

h—0 h
donc }lim wtvia+ hfi —urv)(@ w(a)+v'(a).

-0

[F] Equation de la tangente :
y=f(a) x-a)+fla) o xf(a)-af(a)-y+fla)=0.
[E a+0:f(x)=0o3ax?+2bx=0

-2b
Sx=0oux= —.
3a

Ces valeurs sont différentes si et seulement si b # 0.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 344.

Préet pour le controle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 344.

Problémes

a. Oui: f(x) =glx) & x=-4.
b. Les représentations graphiques permettent de
conjecturer que oui en x =—4.
C’est effectivement le cas car f'(-4) = g'(-4) = 1,75.
c. Non par I'équivalence dans la résolution en a.
d. On cherche a et btels que:
, ) fb)-fla)

f@)=g'b)= -
f@=gb)eb=-a-8oub=a-4
Puis un logiciel de calcul formel permet d’obtenir
_f(za-8)-f(a) o

que la seule solution a f’(a) u
(—a-8)—a
,o o fla-4)-f(a) _
f(a)_i(a—ﬁ—a esta=-4.
a.b.f'(x) = —x(x-2)(x-1)(x+ 1)(x + 2).
c.
X |- -2 -1 0 1 2 4o
[’ (x) + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 -
o
N /N N
12 12
d.
s 7T 2
I \ f . ‘.\
III ' .II"-, ' = & ' .'II Ill =
-3 |l.~ - o o™ ] 1 _.".l E | w
,I * _/ i |.
| |
|
o L

e. Le minimum de fsur [-3; 3] est-38,25.
f. Le maximum de fsur [-3;3] est % .

g. Larésolution de f(x) = 0 donne les 5 points
[_\/15+\/§ ,0) ( V15-4/33 .OJ
2 ’ » - 2 ’ >

a.T,:y=2ax-a*.

b. y, < xy?

C. Yy =2ax,-a?

d. Le discriminant vaut : 4(x,2 -y, ) qui est stricte-

ment positif. Les solutions : x, ++/x7 -y, .

050,
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e. Parun pointde M(x,; y,) passent deux tangentes

a @, aux points d’abscisse x, * «/xg -, - Ces deux

points sont différents car y, # x,.

Leurs équations :
2
y:Z(xO tyx2 -y, x—(xoi\lxg —yo) .
( )

(85 J§E

-
2. Tangenteen M, a6 :y=0,75x-0,25.
3. a.Une tangente en M(« ; od) est:
y=3a%x-2a3 = 2a%-3a2x+y=0

b. 203 + 1502 -4 =0.
c. d.2a3+1502-4=0=a=0,5
oua= -6-2v3 a= —6+2\/§.
e. Les points d’abscissesa =0,50ua= —6— 2\/5_’
oua= -6+ 2\/5 .
4. a.b. Comme en partie 3. : B(-5; b) se trouve sur
la droite d’équation

2% -3a’x+y=0 22+ 15a% + b= 0.
c. g(a)=6a?+30a
d. Sib>0o0ub<-125: une solution
Sib=0oub=-125: deux solutions
Si-125< b < 0: trois solutions.
e. Ennotant C(-125;-5) et D(-5;0) :
Si B se trouve sur le segment ]CD[, on peut tracer
3 tangentes a ¢ passant par M.
SiBsetrouve en C ouenD, on peut tracer 2 tangentes
a € passant par M.
Si B se trouve sur A a I’extérieur du segment [CD], on
ne peut tracer qu'une tangente a ‘¢ passant par M.

F On cherche favec f(x) = ax3 + bx? + cx + d

f’(x) =3ax?>+2bx +c

Les conditions sont : f(0) = 0; f(6) =2 ; f’(0) = 2,5

etf'(6)=-0,75

Solution : a = 13 and b = _s and ¢ = > and
432 2

13 , 5

13
d=0fx)= —x3- —x*+ =x
f() 432 24 * 2
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1. a.Lécart doit étre supérieur a:
2

dy + dp = Ux—x1000+—p? =L 4V
3600 200 3,6 200

(en metres)
b. D=vx1 (en km) = 1000v (en metres)
c. Nombre de voitures sur les D metres :

D _1000v
4+ dR + dl—' v yz
LU
3,6 200
, —~16200000(x* — 800
d f'() = ( )
(9x2 +500x + 7200)
x |0 2082 130
@ + 0 -
~ 17884
f /
0 ~ 1043

. . 1
2. Avec un coefficient double de Too :

g(x) =

1000x

g =

—810000(x? —400)

2
e
3,6 100
Graphiquement il apparait bien que 2 x g(x) # f(x).
Un logiciel de calcul formel permet de montrer qu’il
n'y a égalité que pour x = 0.

En Python:

(9x2 + 250x+3600)2

##initialisation

n_maximum = 1

benefice_maximum = 0

##traitement

for n in range(1000,10001):

y = (n**3)/30000000.-(n**2)/1250.
+ 119*n/20.-15550/3.

if y > benefice_maximum :

benefice_maximum = y

n_maximum = n

##sortie

print “Benefice maximal “,benefice_

maximum,”pour n = «,n_maximum

Le bénéfice est maximal pour n = 5879 et vaut
8919,73 €.

' ¥ e N\
pan &

000+ 4
ELLAE
2000 )

i

2a0d ¢ 2000 4080 a000 S000 3E4 L




L'étude de la fonction et le calcul des valeurs autour
de celle qui donne le maximum :

(8000 — 1500 /2 = 5879) permet de se rendre compte
que le bénéfice maximal arrondi au centime est le
méme pour les valeurs de n comprises entre 5871 et

5886.

BB 1. a.f’(x)=3x2-9

b. ffX)=0x= -3 oux= \/§ .

c. Cestangentessont paralleles al’axe des abscisses
et répondent dans ce cas au probleme posé car A et
B sont sur I'axe des abscisses.

2. a fA) - f(=3) _28 _

4-(-3) 7

39 V39
4o x=-——o0ux= 5

b. f'(x) =

c. Aux deux points de coordonnées :

V39 1439 | (B9 14439
379 3 7 9 )
d. Les tangentes ont comme équation :

26439
9

y:4x—26\9/£ et y=4x+
e .-~| T ) ( _’ | | )
110- 1 i
A !
|
e 1
i | 100+ ]
1 / /
|
Fas I
/f;'. | g
s |I I
Tl { /
A ] 0= f
i II [
! o | \
AI," / . }
a Ill:- _:."-__ 2 II.'I & 5 = LTI | I;_
||| | -.__. .-'rl. ll ._."
| # il Qe
f J
A f
| L J / '\.‘\I‘I ‘! |
3. a. za |I g | [ Aw &
fb)-fl@) _b*-9b-a’+9b | )
b-a b-a 2 2
_(b-a)(b*+ab+a*)-9b-a) m a. fl)= % fest croissante sur [0 ; 30].
- b-a b
=a’+ab+b”* -9 — N
1000+ ——
Développer I'expression proposée. -
b. f’(x) . Le coefficient de la tangente au point ,
d’abscisse x est le nombre dérivé de f en x c’est-a- e00 _,"
dire f’(x) ?./
c. Il faut montrer que I'équation d’inconnue x, y
fx) = M a deux solutions. q A 2o o =
2 (N J
, f (b) - f (a) , 1 1 1.,
=L == —b —b”.
fx) b a S X 3 a+ 5 + 1

Cette équation a bien deux solutions car le second

membre est positif. Ces solution sont distinctes car
(a;b) # (0;0) comme a # b.

1 11

m fx) = x +— 3 X - 5

On recherche un point de coordonnées M (a ; f(a))
tel que la tangente en ce point d’équation :
y=f"(a)(x-a) + f(a) passe par le point A(11 ; 17).

Ce qui revient a résoudre 1'équation d'inconnue a :
17 = (iuz +la71—](11 a)+[ia L 7241]
10 3 5 30 6 5

& a’- 14a*-55a + 618 =0

Un logiciel de calcul formel ou de géométrie dyna-
mique font apparaitre une solution a = 6.

Par la factorisation (a — 6)(a® - 8a — 103), on en
déduit qu’il y avait 3 possibilités pour la sortie de
route (deux en parcourant la piste dans un sens, une
en la parcourant dans l'autre sens) :

les points de coordonnées
(0;6);(4+19~14,9;~114,7)

et (4-19 ~—6,9;~12,2).
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c. On étudie la variation de la fonction f”.
2x(x -15)(x -30)

[ = 405
x |0 15 30
) + 0 -
62,5
0 0

On en déduit que la vitesse maximale est atteinte a
mi-parcours. Elle est de 62,5 m.s!, ou 225 km.h,
impossible a faire sur les autoroutes francaises.

EA 1.

1,2

x2

2. a.f'(x) = —

b. f’ négative sur [0,5 ; 2] donc f décroissante sur
[0,5; 2].

c. T,:y=—-48x+44 T,:y=-0,3x+0,8

m 1. Cone S

N
En posant OH = x, sur 'axe orienté [OH) :
pour xe [- 10 ; 10]
_ 1 2077 _ | 2
Vi) = S wHE’SH = 2(100 2" )(10+x).
Remarque : si H est entre O et S, le volume est infé-

rieure au volume de la navette construite avec S’
symétrique de S par rapport a O.

Cylindre

A H B

Par raison de symétrie, le centre de la sphere est

d. - N le centre du rectangle ABCD (coupe du cylindre
passant par I'axe. En posant OH = x : pour xe [0 ; 10]
Vy() = mHB? x 20H = 2mx(100 - xz)
Parallélépipede rectangle a base carrée
On obtient la méme coupe que celle du cas précé-
dent en prenant un plan diagonal.
2 2
Laire de la base est AB = HB
J2 2
Vi(x) = 2 V,(x) = 2
_ Y, 3(X) = - ,(x) = 4x(100—x2).
3. 2. a.b.
,4H B ,4H B Cone
1 -1
Vo= 1010
3
14 D 11 D
A A
‘\xlc ’\\‘C x |-10 10 10
3
0 il 0 [
Jlo F EIG 2 Jjlo F E1G 2 V’(x) + 0 -
Fig. A Fig. B 320007
Les droites T, et T, se coupent au point de coor- v, 81
données (0,8 ; 0,56). Laire jaune d’origine est donc 0 0
minorée par la somme des 3 aires grises de la figure A
et majorée par la somme des aires grises de la figure B. 2042
1403 x (2 +0,56) 112 x (0,56 +0,2) <A rayon base : - =~9,42
2 2 40
hauteur: — =13,33
<1405x 2 +20’8) +1x (0’8;0'2) 3
184<A<22 Volume maxi : = 1241
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Cylindre

V,’(x) = =2 (3x% - 100)

x |0 1043 10
3
V,’(x) + 0 -
400073
Vi 9
0 0
rayon base : % =8,2
2043
hauteur : 3 =~11,5

Volume maxi : = 2418

Parallélépipede rectangle a base carrée

Vy'(x) = -4 (3x% - 100)

|0 1003 10
3
V(%) + 0 -
800073
v / 9 \
0 0
2
coté de la base : 0—\/5 =11,5
2
hauteur : OT\/E =~11,5 (cube)

Volume maxi : = 1540

c. Il faut choisir le cylindre pour avoir le plus grand
volume.

1. a.

300+
250
200+

150+

100+

b. 5,13 <a < 5,14 par zoom a la calculatrice

425

et5,132< — <5,142,

c. Développer.
d. BP-a*z0o x-0)+ax+0?) =0 x=a
car x? + ax + a? > 0 (discriminant négatif)

2. a.mR?h =850 1ml = 1cm3
) , 850
b. c.A=27wR? + 2wRh =2nR? + 2wnR——
wR?
—omR? 4 1700
R
3 _42 . 2
d. ') = 4XL25 du signe de x* _425
w
R |0 a +00
f’(R) - 0 +
f \ 2550 /
o
y
2000
1500
1000
500
0 2 4 6 8 10 «x
425
e. fla) =2ma® + 1700 = 21-rL+m = 2550 .
« o a o

496,1 < f(o) < 497,08.
f. Celles derayon a = 5,1cm ont une aire minimale.
(Diametre 101 mm).
g. Laire vaut cette fois-ci :
27(R + 0,52 + 2wR(h + 0,6) = 2w(R + 0,5)?
1700

+ +1,2mR

La dérivée de cette fonction vaut :
0,8(5mx” +4mx® —2125)
xZ
Le minimum est atteint pour R = 4,88 soit un

diametre de 97mm.

m 1 y- 1 b= ax +b:(u+b)x+ab

1 1 x+a x+a

Sy

X a
2. a.f'(x) = LOOZ b. f est croissante sur
[0; + oo (x+100)

c. Sur [0;100], le minimum de f vaut f(0) =120 et le
maximum f(100) = 170.

3. DERIVATION * 93




2

3. fap () = S fab st croissante sur [0 ; 100]
(x+a)?
Sur [0 ; 100], le minimum de f;, vaut f,;, (0) = b etle
10000
maximum 100) =b + 100 - ———.
fap (100) (a+100)

1l faut regarder si pour une valeur donnée de b, ce

maximum dépasse la valeur suivante de b.

Pour chaque valeur possible de b, les valeurs de f,,
10000

(a+100) ]

Cet intervalle a une amplitude maximum de 90,099

pour a = 910. La réunion de ces intervalles, pour b

qui varie, est donc 'intervalle [100 ; 910 + 90,099]

c’est-a-dire [100 ; 1000,099].

m y

600\ E=(0;600)

décrivent l'intervalle [b ;b +100-

500

400

y=-0,15x + 310

D=(750;0) B=137242 B X

"_600 200 200 600 \1000 1400 1800 2200
a. On cherche une fonction dontla courbe donne la
forme de la colline.
1 5

x)=300-——x
o) 1875
Recherche d’'une tangente T, qui passe par le
sommet A de I’antenne. 210
M(a, f(a)) tel que f’(a) = f(a)i_o :a=-25+30 ou
a=25+30

T,:y= —%x+310

T, coupe 'axe des abscisses en B( @ ; 0).

1l faut donc s’éloigner a plus de 2122 - 750 = 1372 m
de la colline.

Pour le démontrer il faut montrer que toute segment

775430
2

moins un point d’intersection avec l'arc de para-
bole. Cela se fait facilement avec un logiciel de
calcul formel par résolution du systeme :

[AN] avec N(c; 0) et 750 < ¢ < admet au

y =300 1

1875 qui n’a une solution que si
310
y=_—Cx+310
775V30 775V30
—— sc¢s ——.
2 2
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b. Pour étre visible de toute la plaine on considere
la tangente en D(750; 0). C’est T, : y = 600 — 0,8 x.
Elle coupe I'axe des ordonnées en (0 ; 600). Pour étre
visible de partout, 'antenne devrait avoir 300 m de
haut!

A. 1. Pour 4 < t < 10,1 le nombre de cas est
supérieur a 150000, c’est-a-dire 6 jours entiers.

2. f'(0)=11,25

3. a.Pourt=7,5,le nombre maximal de cas (250000)
est atteint.

A ce moment 13, la vitesse d’évolution est nulle.

b. Lorsque la tangente a la pente la plus grande
c’est-a-dire pour ¢ = 3,5.

B.1.

efol 12| 3 45 | 6|7 8|9 |w|ln
fo| o0

2. f(H=-32+211+11,25.
Développer I'expression proposée.

o
>
32

101,25 | 149 | 193,75 | 229,5 | 250,25 | 250 (222,75{162,5 63,25

x |0 7,5 11
[ + 0 -
253,125
f /
0 63,25

Ce tableau de variation est cohérent avec le courbe
%éf car le maximum de f sur [0 ; 11] est atteint en
X =7,5 et vaut environ 253.

4. f’ est maximal au milieu de ses deux zéros,

1 15

2 2

c’est-a-dire en =3,5.

EX] 1. a.3800¢€ b. 43
2. a. g(x) = 0,08(10 x x) = 0,8x (en milliers d’euros)
car 80 € = 0,08 milliers.

b.
(¥ ) A
& £
& "
_(
& o
. A
0
-~ I
o I
|
1 [
P = |
R [}
% e I
e i
1 .
| 1 1 1 4 E & 1 Bs
! J
c. x€[0,5;5,5].

3. a.B(x) = 0,8x—f(x) b. B(x)=-0,2x+0,6 c.

B maximal pour x = 3.

EB] 1. /0 =3x2+2ax+b
2. a.f’(x) ne s’annule pas < discriminant stricte-



ment négatif < 4a®- 12b < 0
Pour b < 0, 4a*>- 12b < 0 est faux.
Pour b >0, 4a*>~ 12b <0 < a?> < 3b

&-3b <a< 3b
Donc f’(x) ne s’annule pas
o b>0et-+3b <a<3b .
b. Dans ce cas f’ est toujours du signe de 3. Donc f
est croissante su R.

X —00 +00o

& +

f — ?

3. a.f’(x) s’annule en une unique valeur
& discriminant nul < 4a? = 12b

b. Danscecas: f'(x) =0 x= —% et f’(x) >0 pour

X# 72 (signe de 3).

a
a a a® ab 20° 43 a’
fl-=|=-—=+—-—+c="F-——2>+c=c-—
3 27 9 3 27 3 27
LIS —% +o0
[’(x) + 0 +

4. a.f’(x) s’annule en deux valeurs distinctes

< discriminant strictement positif < 4a?- 12b > 0
Pour b < 0, 4a*>- 12b > 0 est toujours vrai

Pour b =0, 4a?>- 12b >0 < a? > 3b

b.
x| ~a-\a’-3b  a+\a’-3b
3 3
@) + 0 - 0 +

m1. a.

Gy

b. Supposons GEF non isocele en G. Considérons
G, le point d’intersection de la médiatrice de [EF]
avec le cercle, du méme coté de (EF) que G.
IG, > HG car la perpendiculaire a (HG) passant par
G coupe le segment [IG,] en son intérieur.
EFG d’aire maximale et pourtant EFG, a une aire
plus grande que I'aire d’EFG.
c. Sion suppose EFG d’aire maximale, il est isocele
en G, mais aussi de la méme maniere en E

Donc EFG équilatéral.

2
d. r = OG est égal aux 3 d’une des hauteurs, une

hauteur est égale a a_\2/§ .Donca=3r.

3
axa7=a2\/§=3r2\/§

e. Aire
2 4 4
2. a.
Ay
A
0
H, H
OA=5cm A

b. A, et A, appartiennent au plan OAH. Quitte a
échanger les noms des points A, et A,, AH < A H,.
c. Sion suppose que ABCD est de volume maximal
et A#A, on arrive a une contradiction car le volume
de A;BCD est supérieur a celui de ABCD. Donc la
hauteur (AH) d’'un tétraédre solution passe par O.

3. a.

A

[0}
B H
OA=5cm

Le point H est le pied de la hauteur passant par B
dans ABK.

b. On sait que r = BH. Dans le triangle BHO :
? = R>-OH? = (R + OH)(R— OH) =AH x HK= h(2R - h)

vzl[ﬁrz]h ¥

3
== 2R-h).
3l 2 4 @R =1
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d. f'(x) =x(-3x+4R)

X |0 gR +00

) + 0 -

32 pa
f 27
0 / \ 0

e. D’apres le tableau de variations, le volume est

. . 4
bien maximal pour x= 3 R.

A B

242

donc r=——R.
3

Z\ER\/EZZ\/E

b. BC:CD:BD:r\/E:T R
2 2
. AB2=h2+r2=|2R| + —Z‘ER 2
3 3 9

26

donc AB = TR

26

d. Le tétraedre est régulier de coté TR

m a. hx?=1000 (en cm?) donc h = 1020
X
b. Aire:4x(h+x+1,6) = 4x( 10(2)0 +X+ 1,6)
X
= 4000 +4x% + 6,4x
3 2
e f/)=- 4000 1 8x+6,4=16 (5x +4x2 2500)
X
d. Ftudede g’ : g'(x) = x(15x + 8)
X |- _8 0 o +00
15
g’ (x) + 0 - + +
-2499,6

ffX)=0ex=a=76

X 0 a +oo
) - 0 +
U flo)

f(a) = 805,915

e. Les dimensions trouvées ici sont donc
7,68 cm x 7,68 cm x 16,96, des dimensions proches
des réelles.
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Traduction

Destiné a une piscine de plein air, un toboggan
devra avoir une forme simple et ne devra pas étre
tres long.

Par contre pour que plusieurs baigneurs puis-
sent l'utiliser en méme temps, sa largeur devra
étre de 7 m.

Lespace sous le toboggan sera une butte de terre
retenue des deux cOtés par un mur vertical en
béton.

Le maitre d’ceuvre en a fait le croquis suivant :

La montée a gauche peut étre modélisée par un
arc de la parabole correspondant a la fonction
p avec p(x) = -0,1x% + 10, courbe tracée dans un
repere dont I'origine se situe sur le sol a la verti-
cale du point le plus élevé du toboggan. (x est
exprimé en m)

a. Montrer que la courbe de la fonction p corres-
pond effectivement a ce qu’imagine le maitre
d’ceuvre et qu’elle admet au point le plus élevé
du toboggan une tangente horizontale.

b. L'architecte veut décrire la courbe correspon-
dant a descente par celle d'une fonction poly-
ndéme du troisieme degré.

Dans un premier temps il impose les contraintes
suivantes : le départ du toboggan a comme coor-
données (0 ; 10), 'arrivée a comme coordonnées
(5 0) et la pente en ces deux points est nulle.
Déterminer I'expression f(x) de la fonction f.
Apres avoir donné un tableau de valeurs, tracer
la courbe représentative de f dans un repere
orthonormé. (une unité correspond a 1m)

On trouvera : f(x) = 0,16x3-1,2x% + 10

c. Pour des raisons de sécurité, 1’architecte
souhaite connaitre la pente maximale du
toboggan. Déterminer l'’endroit du toboggan
ol sa pente est maximale. Calculer en ce point
I’angle que fait la tangente au toboggan avec le
sol.

P(-10) =0; P(0) = 10. La parabole passe par les
points décrits dans I’énoncé.

%’(x) = -0,2x. La tangente en x = 0 est donc horizon-
tale.

b. f(x) = ax®+ bx?+ cx+d f’(x) = 3ax* + 2bx + ¢

&

f0)=10 [ d=10
f6)=0 ) 125a+25b+5c+d =0
f'0=0 c=0
f'5)=0 | 75a+10b+c=0
d=10 d=10
- c=0 c=0
15a+2b=0 a=0,16
25a+5b=-2 b=-1,2




(¥
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x 0 1 2 3 4 5
f® 10 8,96 | 6,48 | 3,52 | 1,04 0

c. f(x)=0,16x>-1,2x*  f’(x) = 0,48x%- 2,4x
f7(x) =0,96x— 2,4

Sur l'intervalle [0 ; 5], f” a un minimum en x = 2,5
qui vaut - 3.

Au point d’abscisse 2,5 le coefficient de la tangente
vaut -3. En notant a I’angle que faut cette tangente
avec I'horizontale,ona:tana =3 < a =71,6°.
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4. Les suites

Objectifs et pré-requis
Dans ce chapitre on introduit la notion de suites en étudiant plus particulierement les suites
arithmétiques et géométriques. De nombreux phénomenes issus d’autres sciences peuvent étre
modélisés par des suites. Lobservation du comportement des suites a I’aide de logiciels permet une
premiere approche de la notion de limite qui sera développée en classe de terminale. L'étude des
suites se préte tout particulierement a la mise en place d’activités algorithmiques.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n°9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues

Suites * Modéliser et étudier une situation a I’aide de

Modes de génération d'une suite numérique. suites.

Suites arithmétiques et suites géométriques. Mettre en ceuvre des algorithmes permettant :

Sens de variation d’'une suite numérique. - d’obtenir une liste de termes d’une suite ;

Approche de la notion de limite d’'une suite a | - de calculer un terme de rang donné.

partir d’exemples. Etablir et connaitre les formules donnant
1+2+..+netl+qg+...+g".
* Exploiter une représentation graphique des
termes d’une suite.

Corrigés des activités

B énergie renouvelable

@ a. Laccroissement entre 2006 et 2007 est de 93 891 — 74 117 = 19 774 MW.

. 1 4
Le taux d’accroissement entre 2006 et 2007 est de 7491?:7 =~0,2668 = 26,68%.
b. L'accroissement entre 2007 et 2008 est de 121 266 — 93 891 = 27 375 MW.
7375

Le taux d’accroissement entre 2007 et 2008 est de = 0,2916 =29,16%.

93891
c. Le taux d’accroissement est le parametre le plus stable.

© a. On asaisi en C3 la formule =C2-B2 et en C4 la formule =C3/B2.
b. Lannée suivante, le taux d’accroissement reste lui aussi stable, proche de 30%.

© a. On asaisi en C8 la formule =B8*1.3.
b. Estimations:
—pour 2010 : 157 500 x 1,3 = 204 750.
—pour 2011 :204 750 x 1,3 =266 175.
—pour 2012 : 266 175 x 1,3 = 346 027,5.
c. Estimation pour 2016 : 346 027,5 x 1,3 x 1,3 x 1,3 x 1,3 = 346 027,5 x 1,3* = 988 289

2 suites de nombres

© a. On commence par 1 puis on ajoute 3 de terme en terme : le terme suivant est 10 + 3.
b. On fait la liste des multiples strictement positifs de 3 : le terme suivant est 3 x 5 = 15.
c. On commence par 1 puis on ajoute 2. On ajoute ensuite toujours un de plus qu’a I'ajout précé-
dent : le terme suivant est 10 + 5 = 15.
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d. On commence par 1 puis on ajoute le carré de 2. On ajoute ensuite au terme précédent le carré de
I'entier suivant : le terme suivant est 30 + 25 = 55.

1 . . . < ‘ .
e. On commence par 5 Ppuison ajoute ensuite 1 au numérateur et au dénominateur. Le terme

. 4+1 5
suivant est ——=—.
+1 6

O a. 33,29, 2521,17,13.
b. 1,2,3,5,8, 13.
c -2,-1,1,4,8,13.

o a. (1) 1,4,7,10,13. (2) 3,6,12,24,48. (3) 0,1, 3,6, 10.
b. (1) et 1 a. semblent identiques : le nombre suivant est 16 dans les deux suites.
(3) et 1 c. semblent identiques : le nombre suivant est 15 dans les deux suites.

¢ 1)3+2n (23" (3 =
n+1
IEIY Gestion des ressources et effet de seuil

PARTIE A

© M, = Myx1,1-500 = 3000 x 1,1 - 500 = 2800.
M, =M, x 1,1 -500 = 2800 x 1,1 - 500 = 2580.
M;=M,x 1,1 -500 = 2580 x 1,1 -500 = 2338.

9 La suite (M,,) semble décroissante.
€ En répétant cette opération, la forét disparait en 10 ans, c’est-a-dire en 2020.

o Pour rester constant, le volume prélevé doit correspondre a I’accroissement naturel, soit 10% de
3000 m3, c’est-a-dire 300 m3.

© Pour que le volume soit croissant, il suffit de prélever moins de 300 m? par an.
PARTIE B

© P, =300.P,=P, x0,8 +80 =300 x 0,8 + 80 = 320 patients le 2 septembre.
P;=P, x0,8 +80=320x0,8 +80=336.

@ Le nombre de patients semble croissant.

6 La différence avec le jour suivant est (0,8p + 80) — p = 80 — 0,2p, or si p < 400, 0,2p < 80,
d’ol1 -0,2p > -80 et finalement 80 — 0,2p > 0. La différence est positive donc le nombre de patients
augmente.

@ a. Non, le nombre de patients reste inférieur a 400.
b. La capacité d’accueil serait dépassée.

Corrigés des Travaux pratiques

Somme des cubes @

o a un=1+2+3+...+m-1D+n=01+2+3+...+(n-1)+n=un-1+n.
b. et c. Larelation de récurrence doit s’accompagner d’'un terme initial pour définir la suite. Ici, on
peut définir u, = 0.

Avec TI 83plus.fr
mﬁgm -:é*-:mz Graph: it Winld| wimd
aMin= [o ]
gl 1| |
WinMin
IR Bk i+l ) /2 A R
winMin 8 £ iE it
S | & &l &l
winMini= =g

100 « 4. LEs suUITES



Avec Casio graph35+
Il faut choisir le type de suite (définie par récurrence ou par un terme général), il nest donc pas
possible d’afficher simultanément u, et v,.
Récurtence fal _dna
an+i=antntl 0l o
br+1: [—] ] |
Cid [—] —* 2 3
E| B a
[FukH [WEE [G-Can [G-FLT
|1 ] 3n =
Récurtence
Fis [—1] n br
_hnHintll | o
bH_T —» | |
Cil [—1] g 3
E| B a
[ | [FukH E-coH [GFLT
n(n+1) . .
d. Comme v, = , on peut exprimer v,,_; en fonctionde n :
_(n=-1D((n-D+1) _(n-)xn
moe 2 o2
_ 2 _ 2
Onendéduitvn71+n:(n 1)xn _n n+2n=n +n=n(n+1) v,
2 2 2 2
0 a
Avec TI 83plus.fr
Erg?hg.alirgrha I:;qrhz i Yind] wind
Ul Buln=13+n b b 3
WinMin2 848 i i i
ln Bk Lkl .02 —- ||
SO e ol |
i 2 B 1 iyl
WinMiniBLa: Wimi=a
Avec Casiograph35+
Récurtence Dt Cndl
it [—1] |0 i
br+1: = [—1 [ 1 1 1
& ! |
crti=cr+in+ll —* = iF "
[Forr (WP [WEE ook [GFLT
I =T T T
b. On peut conjecturer que w,, = v,2 pour tout n e N.
n(n+1) . A n’(n+1)°
c. Commev,= , on peut conjecturer la formule suivante w,, = —
2 2 12 _ 2 12 2
d. Siw,= nintly alors w,,_, = (n-1) ((Z D+ _(n 121 *"_ On en déduit
s (n=12xn® o (n*-2n+D)xn*+4n’ n'-2n’+n’+4n’ n'+20°+0°
W, +1= +n’ = = -

4 4

Orw, =

n*(n+1)* n’(n®+2n+1) n'+20’+n’

n 4 4 - 4

4 4

v 3
,dotw,=w,_, +nd.
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Conjecturer une formule 6

Apres avoir saisi dans la cellule B2 la valeur de u; =0,
on complete la colonne B en recopiant la formule de récurrence

saisie en B3 : =1/(2-B2). (Voir 3 a.)

2]

Représentabon grephique de Lin

\1 2.3 4 5 8T8 0 W26 IT 1810 200 2223 M I I 8N

1.2

oe

04

0.2

b. On peut conjecturer que pour toutn =1, v, = n.

un uﬂ

. 1 , .
O Siu,=1- ; , on peut s’appuyer sur la fonction

fx)=1-— pour vérifier les conjectures émises a la

question 2.

La fonction inverse étant décroissante et tendant
vers 0 en +oo, la fonction f est croissante et tend vers
1 en +oo.
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On peut conjecturer graphiquement que la suite (x,) est croissante et converge vers 1.

© a. On saisit dans la cellule C2 la formule =1/(1-B2) puis on la recopie vers le bas jusqu’en C31.
: 1 . 1 o 1. 1
c. Siv,=n,commev,= - -on obtient 0 =" On en déduitque 1 —u,, = - puis que u,=1- o

d. On vérifie I'expression obtenue au 3 c. en saisissant la formule =1-1/A2 dans la cellule D2 puis en
la recopiant vers le bas jusqu’en D31. Les colonnes B et D sont identiques.

[ A T T l.__,._. b
e n W warif un
2 1 i 1 o

ES 2 0.5 2 a5

4 3 0gssess? 3 05568557
-] 4 078 i ore

B3 5 08 ] 08
T 6 08333333 G 0B33INND
a8 T 08571429 7 0BETI42B
R B 0,875, & 0,875

10 o 03833339 9 0.EEBBEEED

11| bl 08 I

43 11 05060808, 11 0,9000808

EEN 12 0.9188887 12 09165867
14 13 08230TeS 13 05230748
16 14 085285714 14 092BETI4
18 16 05333333 16 08333333
17 16 09375 18 00375

K 17 03411785 17 0,94117BS.

19 16 08444444 16 0.9444444

20 19 03073884 19 0,8473584
2T 20 085 0 .85
22 21 0gsIg 21 0962381
33 22 0.9545455 22 00545455
24 23 0.956E217) 23 00565217

o5 24 09583333 24 00EE3E33

25 25 088 25 086
27 26 Dﬁiiﬁ-ﬂ& 26 0,9615385

B 27 0@ereed 27 0982953
'_h,_ﬂ 20 05842057 28 0,9542857
Bﬂl 28 098EE1TE 29 0.085E1T2

@_‘I_ 30 09885887 30 u.awm?)




Intéréts simples et intéréts composés @

@ Pour que le tableau s’actualise dés que les
valeurs des cellules B1 4 B3 sont modifiées, e Capital avec Capital avec
apres avoir saisi dans les cellules E3 et F3 intéréts simples | intéréts composés
la formule =B1, on complete la colonne 14 536 452,18
E en recopiant la formule saisie en E4 : 15 560 479,31
=E3+B$2*B$1, on complete la colonne 16 584 508,07
F en recopiant la formule saisie en F4 : 17 608 538,55
=F3*(1+B$3). 18 632 570,87

@ a. Les valeurs (fond gris clair) du tableau 19 656 605,12
ci-contre permettent d’affirmer que le 20 680 641,43
placement a intéréts simples est plus inté- 21 704 679,91
ressant pour des placements de 15 et 20 ans,
mais que le placement a intéréts composés _
est plus intéressant pour un placement de 24 776 809,79
30 ans. 25 800 858,37
b. Les valeurs (fond gris foncé) permettent 26 824 909,88
de situer 'année du changement. 27 848 964,47
* De 0 a 22 ans, le placement a intéréts 28 872 1022,34
simples est plus intéressant. 29 896 1083,68
e De 23 a 40 ans, le placement a intéréts 30 920 1148,70

composés est plus intéressant.

© Bien qu'un nuage de points semble plus approprié, le nombre de points et leur rapprochement pose
des problemes de lecture graphique.
Utiliser une courbe permet une lecture plus fine ; I'idée de continuité n’est pas en soit choquante si
I'on regarde de plus pres les pratiques bancaires.

e =
Comparatif
F500
0n
REIET] 7 = Capilal avad inddedls
- simplas
A T — Capilal aves inkrels
1aca =T COMDaRAE
500 —
,ﬂﬁ-ﬂ"ﬂ
1]
1] & 1w ik 3 @8 30 38 40

. J

On retrouve graphiquement que le placement a intérét simple est plus intéressant jusqu’a 22 ans.

QO a. 1l suffit de changer la valeur située en Bl1, le tableau et le graphique s’actualisent
automatiquement.
Les réponses a la question 2 sont les mémes.
b. La valeur du capital n’'influe pas sur les réponses car les capitaux sont proportionnels aux précé-
dents. Avec un capital initial multiplié par 10, les intéréts acquis seront multipliés par 10 car les
augmentations en pourcentage sont proportionnelles au capital.

6 Par essais successifs, on obtient un taux minimal de 7,11 %.
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Croissante mais convergente ? @
O a

Avec TI 83plus.fr Avec Casio graph35+
" A

| i n+l An+1

i a

H iz |0 I

= iE | g

P |H; 2 0

B 16.7% 3 15 a
=8 [FTEIDEL J [WEE F-con [GFLT

b. En observant la table de valeurs, on peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et qu’elle
converge vers 17.

Avec TI 83plus.fr Avec Casio graph35+
n utal
TR i
; 14 1E6.5999
th | igsa8 I5 16,999
it i7 IE 16.999
i 17 B 15998 17
=17 [Fakr [P [WEE -coH [GFLT

O a v,=17-u,=17-(0,5u, ,+8,5) =17-0,5u, ,-8,5=85-0,5u, ;.
b. La calculatrice ne peut afficher les termes de la suite (v,,) que par la relation de récurrence définie
en a., d’'ol1 un terme v, absent car cette relation n'est fonctionnelle que pour n = 1.

Avec TI 83plus.fr Avec Casio graph35+
. Winld] winl
M i EREDOR fidl Ansl bri+1
i g ]
F i3 i [ | o
3 iE z 1 g B
¢ |ike |% 21
& iG5| .25 3 15 2 5
=@ [Forr (WP [FRaz [WEE Fcon [GrLT

c. Lasuite (v,) semble géométrique de raison 0,5.

Comme v, = 17 — 1y = 17 -1 = 16, le terme général de (v,) est v, = 16 x 0,5".

d. Comme v, =17 - u,, alors u, = 17 — v,. On en déduit le terme général u,, = 17— 16 x 0,5".

La suite (v,) est géométrique de raison comprise entre 0 et 1 et de premier terme positif, elle est donc
décroissante et converge vers 0.

On en déduit que la suite u,, = 17 — v, est croissante et converge vers 17.

Le flocon de Koch @

o a. Apres avoir saisi dans les cellules B2, C2 et D2, les valeurs initiales 1, 3 et 3, on peut recopier vers
le bas les formules suivantes saisies en :
—B3:=B2/3 car a chaque étape, les cotés sont coupés en 3 ;
—C3:=C2*4 car un coté est remplacé par quatre segments ;
—D3: =B3*C3 car le périmetre s’obtient en multipliant le nombre de cotés par la longueur d’'un coté.
b. Le périmetre est croissant mais il faut copier assez loin la formule pour se faire une opinion de la
limite qui semble infinie.

@ a. Lopération effectuée sur un triangle est une réduction (division par 3), on sait alors que les aires
subissent une réduction proportionnelle au carré (division par 32, donc par 9).
On peut aussi l'illustrer avec la figure ci-dessous.
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Pour compléter la colonne E, on saisit en E2 la formule =RACINE(3)/4
afin de donner 'aire du triangle initial, puis on saisit dans E3
la formule =E2/9 avant de la recopier vers le bas.
b. Le nombre de triangles ajoutés a une étape n correspond au
nombre de cotés du flocon a I'étape n - 1 (car chacun donnera
naissance a un triangle ajouté).
* Pour compléter la colonne F, on initialise F2 avec la formule
=RACINE(3)/4, puis on saisit en F3 la formule =E3*C2 avant de la
recopier vers le bas (C2 contenant le nombre de cotés de 1'étape
précédente, qui coincide avec le nombre de nouveaux triangles ajoutés).
* Pour compléter la colonne G qui doit contenir I'aire cumulée du flocon, on peut soit utiliser une
fonction somme avec une plage semi-relative, soit calculer la somme de proche en proche :

— soit on saisit dans G2 la formule =SOMME(F$2;F2) et on la recopie vers le bas ;

—soit on initialise G2 avec la formule =RACINE(3)/4 puis on saisit en G3 la formule =G2+F3 avant
de la recopier vers le bas.
c. On peut conjecturer la limite de I'aire du flocon se situant vers 0,692 820 323.

Tableau complété

1 A A o r [F] S - F [H]

; LT hﬂ'::u; L In;::" o m::‘:ﬂ:‘;'mw e ik st g tu Tocan
E N T - T R T T R
3 2 1,33333333 L4 4 Q045112522 0144337567 Q.57 F 350060
L 3 LN R R RAE] 18 | 8, F3I33EEE | 0005345855 0,064 1 500 0,841500299
5 4 0,00709704 W | A1 | 0000509062 | OQ28S11134 | 067001434
[ [ {1, an0d 1 D 4RABIAN | 6 SeeEs [ e AL Akl 1, BT
T L] 0 011533 oz 12 g4tra3 T 33HNE-D6 DAHEASTHY | dLGSRI14861
8 I 0,00137174 12238 168550671 | B ATOE-DY | Q002505034 | O6008178CH |
q i 000045725 | 48157 | J2478R330 | G0SI0E M 000111246 0681930955
10 i OothReE | roesln | M OGETEST | 1 ONSIE O 0 (5882 o fa T
11 1 G OBUSE-E | rHidas | anandesdd | 1 1 Teedn DS 10740 1, E0P64452 T
12 11 1.G035E-05 45728 33T 1, 24187E-10 0 TEA45E-05 0652742191
13 12 5 6£5C-06 12562912 | 710300085 1, 3T985E-11 4, MOB4E-05 0, Be2TRS50E
14 11 fHMTE 6 | S00064n | 04 T07RFSE | 1 SATE 12 1 E010E 06 3 FE R4
18 14 b2 rEny | AHisenEE | 1nariGs | 1 Albee13 B5rAT1E-N {15 3454
10 15 ZOMEE-O7 | BISIOA36S | 105 369550 1,5928E-14 35107 2E-06 10,68281 1274
17 16 B.9800E-0R | 221335477 | 234400742 | 3 0GVIE-1S 1, EAESE D6 0, 65201 B56H
w7 0400 | 65| 3008 139654 TEATME LT | 0BE0073
" 18 Uty (RN : 037 [

20 18 206158E+11 | 532130843 2 BEBBE-S 1 ASGHEE-DY 0, 052820804
21 20 | BB B246G4E+11 | TOOS07ERY | 1 205482-19 §,B0a37E-[2 REL-Ri o
2 32 268 3,28653C 113 | MEAHO0SES | 4 5A164E 20 2 B3T05E 08 I 2RI
i 27 BASIE ) [V e | et aavay | aaniie (R ox ] [Pkl
24 23 FABBEE-T1 | 5 2TTEGE=13 | 1681, Y A TDRE-Z2 I B0 BEE-DD 0 ES2HMEE
25 24 10823611 [ 2, 11109E+14 | 2342 30541 | 4. BASEEE-23 2, STHABE-09 0fe2aznae] |
M 25 3. 540TE-12 | 04442500 14 | 2059 DEOSS 5 42851E-24 1, 14500F-09 10, BE2RA D0
2 2 LARNE A2 | 3A7FE -1k | nes alvs | B OETE 25 5 DETAE- My [ e
2H 27 3 OHATE-1 | 1 A I0BES1G | s d0vGh | B AHBEE-2h 7 A0 [ )
20 28 1.3114E-13 | 5 AD432E+16  T0ET DTEST TAMEIE-ZT 1,00608E-0 | 0F92AI0EZ3 |
i 24 A ITHIE-14 | 2, 181TIE1T | 9449 43552 B 2TI0E-28 4,4T148E-11 : 10682820023
j| Al 1A5TIE 14 | A A4EEw 1T | 125090 2470 (RN ] LETTRE- 11 | O BeRanas)

9 a. ¢ La suite (/,) vérifie, pour tout n = 1, la relation de récurrence [,,,, = 3 l,. La suite (l,) est donc
-1
. 1 , o i
géométrique de raison 3 et de premier terme /; = 1. Son terme général est donc /,, = (5] .

* La suite (c,) vérifie, pour tout n = 1, la relation de récurrence c,,; = 4c,. La suite (c,) est donc
géométrique de raison 4 et de premier terme ¢; = 3. Son terme général est donc ¢, = 3 x 4”1,

e La suite (a,) vérifie, pour tout n = 1, la relation de récurrence a,,, = 3 a, La suite (a,) est donc

DU . 1 . 3 P
géométrique de raison — et de premier terme a; = o Son terme général est donc
0 \/gx 1 n-1
"mog\9)
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n-1 n-1

. 1 4 . . o
b. Comme p, =1, % c,, onobtientp, = (g) x3x4"1=3x (5] . (p,) est une suite géométrique
de raison 3 >1. Cela confirme la conjecture émise au 1. b. indiquant que le périmetre tend vers

I'infini.

n-1 n-1 n-1 n-1
c. t,,:anxcn,lzﬁx(l} x3x4"*2=§><(1] x3x4—:ﬁx(é}
4 9 9

4 9 4 16

: P . 4
d. Lasuite (z,) est géométrique de raison — pour n = 2.

n-1 n-1
(4 (4
9 33 4 9 33 4 9 TR I NE) 4"
—— = X—X———F—=——X—=X=X[1-| = =——|1-] = .
4 16 9 5 1695 9 20 9
9 9

e. Laire du flocon a I'étape n est

n-1
NP 4 P
Lorsque n tend vers l'infini [5) tend vers 0 car 0 < y < 1. On en déduit que f,, tend vers

V3 3\/5_5\/— 3\/__8\/522\/5'

+ X2 =9

4 20 20 20 20 5
- 23

On peut vérifier que 5 = 0,692 820 323.

Algorithmique 1 Calculer les termes d’une suite définie par récurrence @

@ a. Lavariable U contient successivement les valeurs du terme u, pour 7 variant de 0 a N ; la variable
N contient le rang du terme recherché.
b. Les données d’entrée nécessaires sont u, et le rang N du terme recherché.
c.

Ly+ly+..+1,=1,X

FramSUITE
L1="21 &g

=71iee
7. BEE6E905E -28
Fait

© a. Les données d’entrée nécessaires a I'algorithme sont i, et le nombre p.
b. La variable a afficher en sortie est N.

C.
Entrées : Uetp
Traitement : Initialiser a 0 Te rang N
Sortie : Tant que U > p
Affecter la valeur g au
Affecter la valeur N+1 a N
le rang N
d.
Avec TI 83plus.fr Avec Casio graph35+
PEOGEAM: SUITEEIS ======5||]TEE[S======
iPromet ULP UMY e
o Y IIPII?_}P{J
:uhlle uxp -
U2 Nhlle P
tH+1 H =2+
fEnd H+1+He
t0isF H [ToF [ETH E= IE [Fea W
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Algorithmique 2 Le meilleur salaire @

@ a. Lalgorithme proposé calcule et affiche les deux salaires jusqu’a ce que le salaire proposé chez
Alphamat dépasse celui proposé chez Bétamat. Il affiche alors le nombre d’années écoulées.
b. Apres 7 années, le salaire proposé chez Alphamat dépasse celui proposé chez Bétamat. L'algo-
rithme aura affiché 15 nombres : les deux salaires des années 1 a 7, soit 14 nombres et ensuite le

nombre d’années.

@ a. Les modifications a apporter ont été réalisées avec Algobox et Scilab.

A=

18-

Atotal-A;

Btotal=B;

=l;

while Atotal»Btotal
Al 200
B=B*1,0%;

10 Atotal=Atoral+A;

mwummauw-—-}

N\

("~ e [dgeethme

* VARLAHLES
A EST_DU_TYFE NOMBRE

=8 EST_CU_TYPE NOMERE

I~ EST_DL_TVRE NOMERE

|- Abokal £5T_CU_TYFE MOMBRE

L motal EST_DU_TYPE NOMERE

w DLIST_ALGORTTHHE

=& PREND_LA_VALELR 20000

|8 PREMD_|LA_YALELIR 15500

| abokal PREND L& VALELE &

= Sotal FREND_LA_WALELE S

=1 PREND_LA_WALELE 1

11 Btotal=Btotal+B;
12 o

13 afficherlst
14f=nd
15lafficher("Mosbre- d irME + nalfml))

TANT_CLE (Abatal =Bl of) FATRE
DEELIT _TANT (HE
& PREND |8 VACELR, A+800

~ [ FRERD)_L_WALELK *] 0%

= hivksl FREND_LA_VALELS fsotalth
Blobs PREND_LA_VALELR BtofaleB
1 PREND_La_VALELR i
EFFICHER Abotal

—~ &FFICHER *

= KFFICHER Botsl
FIN_TANT_GLE

|~ AFFICHER Tonten f wrrdas

1(AtoTalls +31 (Btotall)

b. Enexécutant ce programme, on obtient n =11, ce qui indique
que, bien que chez Alphamat le salaire devienne plus intéres-

N Z . . = AFFICHER n
sant des 7 années, il faut attendre 11 ans pour que les salaires L FIN_ALGDRITHME
cumulés rattrapent ceux proposés chez Bétamat. 8 J

En augmentant progressivement le salaire initial proposé chez Bétamat, on atteint (en s’arrétant a
I'euro pres) un salaire cumulé meilleur deés la sixieme année pour B = 19 259 €.

Algorithmique 3 Somme convergente ou divergente ? @

€@ Pour chaque suite, la formule de récurrence implicite peut étre explicitée.

11 1 1 1 1
n—;*’? 371 472 ..+j =U, 1+ 5"
1 1 1
v, = 1+_+§+Z+ +— =V, 1+
n+1 _ 1\l
w, = 1—l+l—l+ 1) =W, ;+ =D
2 3 4 n n

On en déduit les variations en déterminant le signe de la différence entre deux termes consécutifs.

1 - . .
Upy=Uy_ 1= —5 > 0 pour tout n = 1, donc la suite (u,,) est croissante.

1 . .
v,-V,_; = — >0pour tout n =1, donc la suite (v,) est croissante.

n

(71)n+]
w, — W, = n'est pas de signe constant donc la suite (w,) n'est ni croissante ni
décroissante.
1 1 1 1. 1 1 1 144 1 2
a. U= —+—+—+—:—+—+—+—:—+£+—6+i:£zl,423611111.
12 22 32 42 1 4 9 16 144 144 144 16 144

~ —4
b. 141 600 000 ~ #1000 = 107%.
c. Lasuite (u,) semble converger.

4. LEs suites » 107



o (" *r SommeEV (1) ) (. =f somms=\Vi{n): h

% .0B333333333 =0
> SommeV [ 10000) for 1 in range [(1,n+1):
9./ 78760607 604 awmsl . 01
>33 sommeV ( 1000000] e
14.5392TI6TILS
srr sommel () i=f =scmmel|n) !
0.58333333333) a0
#ix sonmed [(10000) for 1 in cange (1,m41):
0. 69309718304 a=sipow (-1, 1+1) /1
»»» gomnE¥ [ 1000000] princ =)

\| 068314668056 Y \_ Y,

1 1 1 12 4 2
V= 1+ +—-+— =—+£+—+i =—5z2,08333333.
2 3 4 12 12 12 12 12
1 1 1 12 6 4 3 7
wy=1l--+---="_2 4= _ " _ " 058333333
2 3 4 12 12 12 12 12
V1 000000 — V10 000 = 4,6. La suite ne semble pas converger.

W1 000 000 — W10 000 = 5 x 1075, La suite semble converger.

Algorithmique 4 Rapidité de convergence 6

© a. Lapremiere valeur de u affichée est g .

1
=— etu,=4.

Elle correspond a u; =1 + s

PR 1

. On en déduit que

U, 1+u,
Huit termes sont affichés en commencant par u,, donc n = 8.

b. Les nombres u, sont des nombres rationnels car obtenus par sommes, produits et quotients de

nombres rationnels.

C. §=1,2 ; E*:1,4545 ; §:1,4074 ; %:1,4154 ; %:1,4140 ; @z1,41425 ;
5 11 27 65 157 379
1294 3124

—— =1,414208 ; —— =1,414215.
915 2209

La suite (u,) semble converger vers \/5 .
d. Lafenétre ci-dessous (Fig. 1) montre une suite de distances entre u,, et 2 décroissante et conver-
gente vers 0. Cela confirme la convergence de la suite (u,) vers JE .

e a. et b. Ci-dessous (Fig. 2) 'exécution pour vy=4 et n=38.
Laffichage consécutif des deux distances permet de voir qu’a partir de v, la suite (v,) converge
nettement plus rapidement que (u,,).

© Lalgorithme programmé ci-dessous (Fig. 3) a été exécuté pour diverses valeurs de n.
La suite (v,) converge a chaque fois plus rapidement que (u,) dés que n = 4.

flssisinu) A
salEinng

pour| oe 1 jusqus n

faire U= 1410 1h),
d=abelu-sqi2

L |5 T P ]

aticher(d) s R
' FAmAdge pL1 kT aT.
B )
i asT f oAt
d:0.21421 3563373 )
o:0.0403318921724
o:0.006806 1 5496569
d:0.001 17108301162
d: . D00 00E235 19592
o 344 58735084 2e-05
o5 91 20e387122e-06 :
d'1 143584576 Te-06 memamion brve 0017 b '| "llllll HF
Evaluztion bme; 2 938 [T am ol =140 1 1| ArfEn s l‘%
J "IJ JELND TEF LY
R O FRE
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

108 « 4. LEs suITEs



Probleme ouvert 1 BTG LA

En notant u,, le montant donné au n®™ enfant, on a :
u, =200

1
u, = Eu" +40,pourlsn=<3

Calculons les termes de la suite :

u; =200;
1 1

Uy = Eu1+40: 5 x 200 +40 =100 + 40 = 140;
1 1

Us = §u2+40: > x 140 +40=70+40=110;
1 1

Uy= — U3 +40= — x 110+ 40 =55+ 40 =95.
2

L'héritage du roi s’éleve a u, + u, + ug + u, = 200 + 140 + 110 + 95 = 545 pieces d’or.

Probleme ouvert 2 BRITAEES L

Considérons une pile complete de n étages.
En notant u, le nombre de tuyaux de cette pile a n étages,ona u,=1+2+3 + ... + n.

N

n(n+1
On identifie la somme des termes d’une suite arithmétique : u,, = (T) .
On peut désormais soit étudier une table de valeurs de («,), soit résoudre une équation du second

degré.
¢ Table de valeurs

Pour empiler 160 tuyausx, il faut placer 18 tuyaux sur la premiere ligne ; il en manquera 11 pour que
la pile soit complete.

o | utny
13 31
iy ine
1 120
ig 136
183
i i
19 100
n=18
. A . A n(n + 1)
¢ Résolution de 'équation — - 160

Cette équation équivaut a n? + n—320 = 0.
Les solutions sont n, = 17,4 et n, ~-18,4 . La solution négative est exclue, la solution entiére positive
est supérieure a 17,4, soit n = 18.

Probleme ouvert 3 B:IUEK CRITAL

* En notant u,, le nombre de joueurs présents au n®Me tour en partant de la finale, la suite (u,) est
une suite géométrique de premier terme u, = 2 et de raison 2 (il y a deux fois plus de joueurs au tour
«suivant »).

Le terme général de la suite (u,) est u,, = u; x 2" 1 =2 x 21 =27,

Le nombre de joueurs présents au premier tour est u, = 27 = 128.

e Par le méme raisonnement, on peut considérer la suite (v,) des nombres de matchs disputés au
n®Me tour en partant de la finale.

n

u
v, = > car les joueurs jouent par 2. On en déduit que la suite (v,) est une suite géométrique de

premier terme v, = 2 et de raison 2. ,
122 2127

Le nombre de matchs joués estla somme S;=v, + v, + ... + V; = V) X T 1
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Probleme ouvert 4 BIIGOUCLE

En notant u, le nombre de droites tracées avec n points, on constate que u, =1 et u, = 3.

Aurang n + 1, en ajoutant un point, on crée n droites supplémentaires car ce point n’est sur aucune

droite déja créée (points deux a deux non alignés). On a donc la relation de récurrence u,,, , = u, + n.

On peut ainsi déterminer u,, avec la calculatrice.

On peut aussi identifier la suite (1,) comme somme des 7 — 1 premiers ; ﬁ
entiers : B B
ET
U,=1+2+3+...+(n-1). EO:I.-EE
La suite (u,,) est alors la somme des termes d'une suite arithmétique et iz G&
_(n=-1)n =18 J
n= 2 .
PR 10-1)x10
On en déduit u,, = % =45.

(% Weamt )

On construit donc 45 droites.

Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 344.

Exercices d’application

Il Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

a. u0:10,u1:5,u2:2,u3:1,u4:%,
Uy = .

13
by,=0,v,=-1,v,=2,v3=-3,v,=4, v5=-5.
[ wozl,wlzl,wzzg,w3zz,w4=E,

2 4 8 16
wy= 21
32

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
a. uy=5, u; = 10, uy = 20, u, = 40, u, = 80.
b. vy=4, v, =8, v, =32, v, =512, v, = 131 072.

1 1 1

C. w0=1,w1=1,w2=E,w3=g,w4=ﬂ.

Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

n Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

a. 1+2,5n
b. 1"
c. 10™1-1

d 2tV

n Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

El a 55

c. 385

b. 5
d. 1,5498

110 4. LEs SuUITES

) Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

EE] a. U représente le premier terme de la suite
(uy).

b. U =10 est pair; U = % =5 est impair; ;

~ 3x5+1

. 8 .
=8 estpair; U = 5 =4 est pair;

[N

U= % =2 est pair; U= — =1 fin de 'algorithme;

X N

21+

1
U =21 est impair; U = 3x21+l = 32 est pair;

2
32 . 16 . 8
U= ? =16 est pair; U = ? =8 estpair; U = E =4

est pair; U = % =2 estpair; U= % =1 fin deI'algo-

rithme;
c. U est un entier suffit.
d. U =16 convient.

a. b. c.

l

Croissante Décroissante Ni croissante
ni décroissante

13 JEN
x |0 1 3,5 + o0

b. Lasuite (u,) est décroissante pour n = 4.



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

a U, —u,=5(n+1) - @ +1)2- (5n-n?
=bn+5-n2-2n-1-5n+n?
=4-2n.

4 - 2n < 0 pour n > 2 donc la suite (u,) est décrois-

sante a partir de n = 3.

b. v v,=(m+1)2-10(n+1) +16 - (n2-10n + 16)

=2n-9.

2n -9 > 0 pour n > 4,5 donc la suite (u,) est crois-

sante a partir de n = 5.

n+l =

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

(17 JE

[ LUind
T 1
2 7
a By E :
7167 '
£ 109,04 '
1 14008 : ;
7 1634 : ;
n=1 [

La suite (u,) semble décroissante a partir de n = 8.

u
b, Yo7y pourn>7.
n

un

c. Sitous les termes de la suite (u,) sont positifs,

un+l

< léquivauta u,,, <u,

n

Donc la suite (u,,) est décroissante a partirn = 8.

u
n=
u, , n+l

Si tous les termes de la suite (u,) sont positifs,

< 1 pourtoutn=1.

u
n

<1léquivautau,<u, ;
n-1

Donc la suite (u,,) est décroissante a partir n = 0.

a. i=0;

I°® boucle:V=4U=05x4+1=3;U<V
donci=1.
2¢boucle:V=3;U=0,5x3+1=25;U<V
donci=2.
3°boucle:V=250U=05%x25+1=2,25U<V
donci=3.

i = n est vérifié, on affiche « (u,,) est décroissante sur
N ».

b. La suite est définie par récurrence. u, est en
entrée et pourtoutne N, u,,;=0,5u, + 1.

c. Cetalgorithme teste si une suite est décroissante
jusqu’a un rang n donné.

d. nreprésente le nombre de termes comparés.

e. L'algorithme donne en sortie « (u,) n'est pas
décroissante sur N ».

0? ¥ 1 2% 4
m a. Uy= — :O,ulz—:—,uzz—:z =1,

2° 2! 2 2?
32
U= —=—.
3 2 8
(n+1)
b, Yun _ 2" :(n+1)2 zz(nﬂ)z
° un l’l2 2n+l nz 2712
27[
12
(n+2) <lem+1)2<2n2on?2+2n+1<2n?
2n

& -n?2+2n+1<0.
Les racines du polynéme -n2 + 2n + 1 sont 1+ J2
et sont signe est négatif a I'extérieur des racines,
donc le polyndme est négatif pour toutn > 1+ V2.

un+1

On en déduit que <1 pour toutn = 3.

n

un+l

c. Comme la suite (u,,) est positive, < 1 équi-
n

vautau,,, < u,, doncla suite (u,) est décroissante a
partir de n = 3.

m a. uO:I:O,uI:S,uzz?,%:—.

u 5 u
b, 2l-—"— Ml ]o5<n+lon>4.
u, n+l u,

un+]

c. Comme la suite (u,) est positive, <1 équi-
n

vaut a u,,,, < u,,, donc la suite (u,) est décroissante a

partir de n = 4.

1

Uy — Up = 1> 0 pour tout n = 1, donc la
n+

suite (u,) est décroissante.

(u,) semble converger vers 0.
(v,) semble diverger.
(u,) semble converger vers —2.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

EX a. Lasuite (1,) semble converger vers 6.
b. Lasuite (v,) semble converger vers 1.

[ Lind i FLEY
1z [T 10 L0011
| Ee
15 5-:9;%! 1'3 1000
1h £.5559 1 Li001
frwmm| & framm| i

n=18 n=1&

c. La suite (w,) semble converger vers environ
1,202.

i LLnd
21 201
zg Hg 1
Eﬁ 122&12
s 13013
| 1013

| CE0dE
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pIq a. Lasuite (u,) semble converger vers —1

b' Vn+]:un+1+1
1 1 1 1 1 1
= cu, ——+l=cu +—=—(u, +1)=—v,.
2 n 2 2 n 2 2 n 2 n

La suite (v,) est donc géométrique de raison 3

c. La suite (v,) converge donc vers 0 car sa raison
est strictement comprise entre 0 et 1, d’ou1 la suite
(u,) converge vers -1 car u,=v,— 1.

1.b.2. a,b.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
Pl a. u,=49-3n.

b. 49-3n<0s n > 4?9 , donc le premier terme

négatif correspond a n = 17, soit
U,=49-3x17=-2.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
2

m a. u,=10+ —n.
3

2
b. 10+ 3 n>81 < n>106,5, donc le premier

terme supérieur a 81 correspond a n = 107,

214

T .

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

a. uy=-1,u,=0,u,=1.

b. (u,) semble arithmétique de raison 1 mais u; = 8
contredit cette hypothese. Elle n’est donc pas arith-
métique.

. 2
soit uyg;=10 + 3 x 107 =

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.
a Up,-Uus=59-150=-91=(12-5)r="7r,
91
d’ol r:—7 =-7.
b. us=uy+5r= uy—35 d'olt uy=uz+35=150+35
=185.
185 .
c. u,=18-7n<0 o n> - donc le premier
terme négatif correspond a n = 27,
SOit Uy;=185-7 x 27 = —4.
m u,=v, équivauta 167 —4n =42 + 2,5n, c’est-a-

dire 1,5n =125 n= % :% # N. Il n’existe pas

d’entier n tel que u,,=v,,.

a. uozletr:%.

l><100=@.
3

b. ujp=1+
100 3

112« 4. LEs SUITES

m a. ug=7etr=3.
493 ,

b. 3n+7 =500 © n = TEN. 500 n’est pas un
terme de la suite (u,,).

993
3n+7=1000 = n= e 331 e N. 1000 est le terme
de rang 331 de la suite (u,,).
EX] Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 344.

) a. u,=17-2n.
b. Oncalcule u,;=17-2x17=-17.
(17-17)
817 =18 x T =0.
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

On identifie la raison 1 d'une suite arithmétique.
Ennommant u,=2011, alors u,,=2011 + n. Le dernier
terme 2099 correspond a n=2099-2011=88.1lya
donc 89 termes dans cette somme.

(2011+2099)
§=89x ——*~
a. u,=1+3n.

1+1+3
b. S,=(n+1)x (7211) =(n+1)x (1+%n] :%

=89 x 2055 = 182 895.

n?+ 2 n+1l.
2
3 5
c. $,=145< —n?+ —n+1=145
2 2
< 3n2+5n-288=0.
. ~ 32
Les racines du polynéme sont Y et9, comme n

est un entier naturel, seul 9 convient.

von

1. a.=B2+3
b. =C2+B3
2. a. (u,) est une suite arithmétique de raison 3.
b. u,=18351 +3(n-1) = 18348 + 3n.
C. Uy = 18348 + 3 x 365 = 19443,
(18351+19443)
d. S=365x —«——~
2
A B
=365 x 18 897 reamibe ds pombne fotal
— 6897 405. -I, T mwn_;d-m
64 353 184
95 1 19440
| 185 344

LE1 a. Avec 7 éleves de moins par semaine, la
suite (u,,) est arithmétique de premier terme 620 et
de raison-7.

b. u,=620-7n. c.s=620-7x15=515.

d. 1,=620-7x1=613, uz=620—7 x 36 =368, d’oux

(613+368) 6, 981

S35 =36 x x5 = 17658.

Chaque éleve mangeant en moyenne 3 fois, il y aura
3 x 17 658 = 52 974 repas servis a la cantine.



En notant u, le nombre de cigarettes
fumées pendant I'arrét progressif de Paul, la suite
(u,) est arithmétique de premier terme u, = 40
et de raison - 2.

a. u,=40-2n =0 pour n = 20. Il mettra 20 jours a
arréter.

(38+0)

b. Syp= 1ty + ...+ 14,= 20 x =20 x 19 = 380.

Il aura fumé 380 cigarettes en trop.

u, =13 et 5= 2011.
La moyenne vaut :
S0 _ U+l — 13+2011

100 2 2
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

=1012.

a. U, =486, u, = 162, u, = 54, uy = 18.
n
b. u,=486x (1] .
3

16
C. Ug=486 x (g) =— <1

B Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

B =2 =2 =2

u,= 2° =2* =16.

u =2 =2% =4,

u u . R
Comme — =2 et % =4, la suite (u,) ne peut étre

u

0 1

géométrique.
U,= Uy + Nr.

S\ .
v,= 2" =2 ><(2’) =vyyx q". (v,) est une suite

géométrique de premier terme 2 et de raison 2 .
EE] Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

a. u,=1x15"

v,=10x0,6".

b. w,=u,xv,=15"x10x0,6"=10 x 0,9".

La suite (u,) est géométrique de premier terme 10
et de raison 0,9.

a. Lasuite (u,) est croissante car elle est arith-
métique de raison positive. La suite (v,) est décrois-
sante car elle est géométrique de premier terme
positif et de raison comprise strictement entre 0 et 1.
13 T .
b. u,=-1+25n>12n> 55" c’est-a-dire a partir

)
de n = 6. Il existe donc r, (6 par exemple) tel que
Uy, > Uy et par suite pour tout n > n;, comme U, > Uy,
car la suite (u,) est croissante et v, > v,, car la suite
(v,) est décroissante, alors u,,> v, pour tout entier n.

d. On peut lire la plus petite valeur de n,: 3.

a. La suite (u,) est géométrique de premier
terme 0,1 et de raison 2.
b. u,=0,1x2"% u;=0,1x25=0,1x32=3,2mm.
c. u;=0,1x27=0,1x128=12,8 mm.
Et u3=0,1x28=0,1 x 256 = 25,6 mm.
Elle a réalisé 7 pliages.

a. Lasuite (u,) estgéométrique car augmenter
de 1% par an revient a multiplier par 1,01. Son
premier terme est 6,9 et sa raison 1,01.

b. u,=6,9 x 1,017,

c. L'année 2025 correspond a n = 2025 — 2010 = 15.
Uy5 = 6,9 x 1,01'° = 8,01 milliards d’habitants.

d. La population dépassera 9 milliards d’habitants
pour n =27, c’est-a-dire en 2010 + 27 = 2037.

b Lind
22 B.EEBE
¥ A7
iy B.7ELZ
EF B.8488

B.9373

BOZEE
] 81185
=27

m a. La suite (u,) est géométrique car dimi-
nuer de 7% par an revient a multiplier par 0,93. Son
premier terme est 4 400 et sa raison 0,93.

b. u,=4400x0,93".

c. Lannée 2015 correspond a n = 2015 —2009 = 16.
Uy=4 400 x 0,936 = 1 378 morts.

d. Le seuil des 2 000 victimes est franchi pour

n =11, c’est-a-dire en 2009 + 11 = 2020.

b Lind

2BYP.E

B P Tars

ZZBUE

1:8E

1880 E

iz 18418

iz iries
w=11

Bl a u,-100x g =125, uy = 125 x % =156,25.
b. La suite (u,) est géométrique car on multiplie la
n-1
hauteur précédente par% . u, =100 x (Z] .
5 6-1
C. ug=100x (Z] = 305 cm.
d. On cherche n tel que u, > 900 pour réaliser un

10-1
triple saut périlleux. u;;, = 100 x (Z] ~ 745 cm et

11-1
u;; = 100 x [%] ~931 cm. Il faut réaliser 11

bonds.

m a. La suite (u,) est géométrique car on multi-
plie par 5 le nombre de messages envoyés a chaque
étape. Son premier terme est 1 et sa raison 5.

b. On cherche n tel que u,=5"> 6 x 10°%. uy5 = 1,22
milliards et u,, = 6,10 milliards. Il faudra 15 étapes
en comptant la premiere.
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m Luy=1u=-2,u,=4,u;=-8, u, = 16.

2. u,= (2"

3. a.v,=u,, = (-2)2.

b. v,= (-2)?" = 4", donc (v,) est une suite géomé-
trique de raison 4.

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

[E a. =280, u, =40, u, = 20, uy = 10.

1_(1]”

2 n

b. §,=80x — =160x (1- (%J ).
1_7

100
1
C. Sip0=160x (1 - (5) ) ~ 160.

200
Sy00 =160 x (1 - (%) ) = 160. On peut conjecturer

que S, converge vers 160.

n

1
d. S, converge vers 160 car (5 converge vers 0
car0 < 1 <1.
2

a. Lasuite (u,) estla somme des termes d'une
suite géométrique (v,) de premier terme v, =1 et de

. 1
raison —— .
2

car0 <

<1doulim (—%] =0.

@3 a y=1letg=-2. u,=(-2)" (-2)". = 16384
pour n = 14. 11 y a donc 15 termes dans cette
somme.

15 15
bos= 22 =(2) 10923
1-(-2) 3
m a. La suite (u,) est géométrique car diminuer
de 2% revient a multiplier par 0,98. Son premier
terme est 31 et sa raison 0,98.
b. u,=31x0,98".
c. L'année 2025 correspond a n = 2025 — 2007 = 18.
ug=31 x 0,98'8 = 21,55 milliards de barils.
1-(0,98)"
1-0,98
=1550 x (1-0,98").
S15 = 1550 x (1 —0,98'8) =472,5 milliards de barils.
e. U;g= 1235,8 et ugy= 1242,1. Les réserves seront
épuisées en 2007 + 80 = 2087.

d. On étudie S,, =31 x
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a. S=2;

u>p— 1¥€boucle: u=2x % =1;8=2+1=3.

u>p—2°¢boucle:u=1x % =0,5;
§=3+0,5=3,5.

u>p— 3¢ boucle: u=0,5x % =0,25;
§=3,5+0,25=3,75.

u < p — fin de la boucle « tant que »,

afficher S = 3,75.

b. p est la précision, lorsque u < p, on stoppe le
calcul. g est la raison de la suite géométrique.

c. Lesvaleurs successives de u sont les termes de la
suite géométrique.

d. Si |q| > 1, la suite (u,) diverge et donc a moins

que u < p au départ, la boucle ne s’arrétera jamais.

m a. La suite (C,) est géométrique car augmenter
d’un taux t revient a multiplier par 1 + ¢. Son premier
terme est 1000 et sa raison 1 + .

b. Aubout de 12 mois, 'augmentation est de 7%, ce
qui équivaut a multiplier par 1,07. Or le capital aura
été augmenté 12 fois du taux ¢, c’est-a-dire multiplié
12 fois par 1 + ¢, d’ou (1 + £)12=1,07.

1
1,07/2 =1,00565 d’ol1 t= 0,565%.
c. Au bout de trois mois,
C,=1000x (1 + 1%=1017,06 €.

m 1. Les suites (B,) et (C,) sont géométriques.
(B,) a pour premier terme B, = 2000 et pour raison
1,02. (C,) a pour premier terme C, = 1500 et pour
raison 1,05.

C, 1500x1,05" 1,05\
2, au,=—t+t=——"—"—""—=075x{—| .
B, 2000x1,02" 1,02
(u,) est une suite géométrique de premier terme
1,05

uy=0,75 et de raison — .
1,02

b. (u,) estune suite géométrique positive, de raison
strictement supérieure a 1, elle diverge donc vers +oo.
1l existe donc un rang n a partir duquel u,> 1. D’olt
C,<B,.

c. C ,<B,apartirden=10.

3. Il faudrait proposer 8% d’augmentation.

Lasuite (u,) estarithmétique de premier terme
-7 et de raison 5.

U —uyg=47-25=22 et uy—1; =79—-47=32. u, -
uy # U, — u, donc la suite (u,,) n'est pas arithmétique
u 4 u u o u
—1:—7:1,88 et —Z:B:I,GS .—L# 2% doncla
u, 25 u, A7 u, u

suite (u,) ne peut étre géométrique.



1. a.uy=2,u,=8, ug=32.

b. Cette suite ne peut étre arithmétique car

Uy— Uy =4 et Uz— u,=24.

Cette suite peut étre géométrique car
Uy=4xu;etus=4x u,.

2. a.eth.

Up1= 4x U
S9In+1)2-21(n+1)+14=409n?-21n+ 14)

< 9In?+18n+9-21n-21+ 14 =36n2-84n + 56
<27n2+81n+54=0

< n?-3n+2=0.

c. Les solutions de cette équation sont 1 et 2. La
relation. u,,, = 4 x u, n'est donc pas valable pour
toutn = 1.

a. Saraison est u;—uy,=15-5=10.

. u 15
b. Saraison est —

=— =3.
u, 5
a. uUg—uz;=12-7=5=(8-3)r=5r,dotir=1.
1% 12
b. Py =4=qg%org<0doug=-2.
v

3

Raisonnement logique

a. Vrai. Comme f(n + 1) > f(n) car f est crois-
sante, alors u,,,; > u, pour tout n e N.

b. Faux. f(x) = (x - 0,5)2 n’est pas croissante sur
[0;+00[ mais u,, = f (n) si.

A9 a. Faux, si sa raison est négative, le signe de
deux termes consécutifs n'est jamais constant.

b. Vrai car si sa raison était positive, les termes de la
suite seraient positifs a partir d'un certain rang.

c. Faux, sisaraison est inférieure ou égale a -1.

d. Faux, sisaraison est inférieure ou égale a—1.

e. Vrai. Elle diverge vers +oo si son premier terme est
positif, vers —oo sinon.

a. Toutes les suites décroissantes sur N sont
majorées.

b. 1l existe des suites décroissantes sur N qui sont
convergentes.

c. Il existe des suites convergentes sur N qui sont
décroissantes.

1. a. (P,) : Sila suite (v,) est divergente alors la
suite (u,) est divergente.

b. (P;) : Si la suite (v,) n’est pas divergente alors la
suite (u,) n’est pas divergente.

c. (P, :Sila suite (u,) n'est pas divergente alors la
suite (v,) n'est pas divergente.

2. (P) & (Py et (P) < (P,).

3. (P)) et (P;) sont vraies car comme (u,) est crois-
sante, elle diverge vers +oo et comme v, > u,, (v,)
diverge aussi vers +oo.

(P,) et (P,) sont fausses car comme (v,) est crois-

sante, elle diverge vers +oo mais (u,,) peut étre crois-
sante et convergente.

el a. u,=-n u,=

C. 1)
b. u,=n-5 d. u

(_
n2

n

m a. Nécessaire
b. Nécessaire et suffisant.

Restitution des connaissances
El a

_ 2 n-p
Wyt Uy +o b Uy, = U+ U X G+ U, X G+ U, X
n—p+1
_ 2 n-p\ _ 1_'q
_up(1+q+q +...tq )—upx 1-q

b. n - p + 1 est bien le nombre de termes de la
somme de u, a u, on retrouve ainsi la formule
générale.

a. u,=uy+nretv,=vy+nr,dottw,=u,-2v,
=uUy+nr—Wy+nr)=u,—2vy+n(r-r).

(w,,) est arithmétique de premier terme u, - 2 v, et
de raison r—r".

b. u,=uyxqetv,=vyxq",

2u,  2u !
douw,= —":—Ox[il] .

Un UO q
2u,
(w,) est géométrique de premier terme — et de
v
0
raison 1‘ .
q

a.Si u, = uy+ nr=u, x q" alors
Ug+T=Uyx g et Uy+ 2= Uy x g°
d’ol1 par soustraction
I=lUyxq-uyetr

Slg X y=Ug X q

=(Uyxg—-1uy xq.
On en déduit que g = 1 et donc la suite est
constante.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 345.

Préet pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 345

Ed a u,=20-4x0=1,u,=21-4x1=-2,
U,=22-4x2=-8.
b. Lasuite n'est ni arithmétique ni géométrique car

ul uZ
Up— Ug# Uy— U et —- # —=
u, u

U,=2"1-4(n+1)-(2"-4n) =2m1 —2n-4
=2"2-1)-4=2"-4.

C Upp—
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Or 2" — 4 = 0 pour tout n = 2, donc la suite (u,,) est
croissante pour n = 2.

d. u, =2*-4x4=0, or la suite (u,) est croissante
pour n =2, donc pour tout n = 4, u,, = u, c’est a dire

u,=0.

Problémes

a. uy=0,u;=1,u,=3 etu;=6.
Vy=0,v;=1,v,=9 etvy=36.
On conjecture que v,,= u,, 2

+1
b. u,= 2D
2
2, 2
+1
c. v,= rin+ly
4
d. On vérifie par exemple que :
2
6(6+1) 36><49_441.
4
n utnl| virn
o
1 i i
2 E 2
X B k7
Y 14 106
H it ek
ﬁ 21 Wi
m 1.a. L—E_'_l:ézg.
1x2 2x3 6 6 6 3
1 1 1 6 2 1 9 3
b. —+—+ =t —t+—=—==,
1x2 2x3 3x4 12 12 12 12 4
1 1 1 1 30 10 5 3
c. —+——+——
1x2 2x3 3><4 4x5 60 60 60 60
_48_4
“60 5
2. a.u,= ——.
" n+l

On vérifie par exemple u, = % =0,875.

o Julea

i 5

3 _BEEET

¥ e

iy B

E k]
BEFLL
BPE

=

On conjecture que v, = u, pour tout n = 2.

116« 4. LEs SUITES

n+2

(AR
g,i_g, n 2zn+1l) n _2n+2-n_n+2
u, n+1 n+l n+l n+1 n+1
1
Doncu,,,=2-—.

u

n

m a. On définit une suite par un premier terme

ax(-1)"

u0 =0 et par la relation un +1 =un +
2n+1

pourn = 0.
Lasuite (u,) tend vers 3,14, une approximation de .

b. La suite variant d'un terme a I’autre de I'ordre de
4 .. o pcs N

—, on peut assurer des variations inférieures a 0,01
n

pour n = 400.
Mais pour un chiffre significatif supplémentaire il
faut que n = 4000.

Im 1. J}fx est positif sur [0;1] et négatif sur
[1; + oof.
2. a up=4,u,=2,1,= V2 =1,414, uy= J2 =1,189.

1 . u )
—— .Siu,>1,alors 1 <1,dou
,/un u,
la suite (u,,) est décroissante sur N.

. u 1
c. Siu,<1,alors 2 =—

un u
est croissante sur N.
3. a.On vérifie que u,=4, u,

>1, d’ou la suite (u,)

n

=2etu, =1,414 .
b. Courbe ci-dessous.

yl
14

Uy 0,9

Uy 0,8

USOJ'
0,6

0,5

0,4
0,3

Uy 0,2
0,1

-0, 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 x
UO Ul UZ US U4 U5




c. On conjecture comme limite 1. Ce résultat ne
semble pas dépendre tu terme initial.
4. a. On peut conjecturer que la limite est environ 0,6.

yl\
1,54

N

0,5+

T T T T T

T T >
051152253 354X

b. La limite semble atteinte a l'intersection des
g 1

courbes, pour x vérifiant : T =x&ex2+x-1=0.
X+

La solution positive de cette équation est :
NG 0,618.
2
On note (u,) la suite des distances en metres
parcourues a chaque essai, (#,,) est une suite arith-
métique de premier terme u, = 40 et de raison 5.
a. u,=40+5(n-1) =35+ 5n. On cherche n tel que

2
u,>300.35+5n=300n= % < n=53. 1l fera

53 tentatives pour arriver au sommet.
(40+300)
2

. =53 x 170 = 9010 metres.
A 4 metres par seconde, il passera :

9010
4

b. Sss=u;+ ... + Us3=53 x

=2252,5 secondes sur le téléski, soit 37 minutes

et 32,5 secondes.

a. Un pilier comporte 2 cartes, il faut p piliers
au premier étage. Pour lier ces piliers il faut p - 1
cartes horizontales. Au totalilya2p+p-1=3p-1
cartes au premier étage.

b. Un étage est composé d’autant de cartes que le
précédant moins un pilier et une liaison horizon-
tale, soit 3 carte: u,,,=u,-3.

c. (u,) estune suite arithmétique de raison -3 et de
premier terme : u; =3p—1.

d. u,=u;-3(n-1)=3p-1-3n+3=3p-3n+2.

e. u,=3p-3p+2=2p.llya2 cartes au dernier
étage.

3p—-1+2 3p+1
f. Sp:ul+...+up:p><(p2 ):px(p2 )
(3x5+1) (3x6+1)
g S5=5x———— =40etS;= 6x——— =57

Avec 52 cartes, on peut faire un chateau de 5 étages.

& (1+2n71]
nl 2t
n

" _1+3+5+...+(2n-1) 2 _
" 244+46+...+2n n(2+2n] T+l
2

1+3+5+...+999 _5_00
2+4+6+...+1000 501 °

M3 La suite de ses devoirs est arithmétique de

raison 1,5. En notant u sa plus mauvaise note, on a
(u+u+1,5x9) (2u+13,5)

X 5 X 5

Se=9

(2u+13,5)

orSg=13x9=117,d’ot1 9% =117

< 2u+13,5=26 © u=6,25.

03 a u; =100 — 4 = 96 metres.

v; =100 x 0,9 = 90 metres.

b. (u,) est une suite arithmétique de premier terme
uy =100 et de raison — 4. u,, = 100 — 4n.

c. (v,) est une suite géométrique de premier terme
v, =100 et de raison 1 -10% = 0,9.

v, =100 x 0,9".
d. ete.
La tortue dépassera le lievre au bout de 23 minutes.
(w  Jutnd] wipd
1 £8 15008
1 Y 13E08
20 ] 1:.158
el 18 10,942
12 LN Ll
g B.B528
PO I y 7 9768
=23
f. u,=100-4n=0
& n=25.

La tortue arrivera en 25 minutes.
Le lievre n’arrivera jamais car v,, > 0 pour tout n e N.

(Ud Traduction
La féte
Dans un immeuble triangulaire, les appartements
sont numeérotés a partir du dernier étage comme
indiqué ci-dessous.
Le propriétaire du N° 2007 se plaint de ce que
son voisin du dessus n’arréte pas de faire la féte.
Quel est le Numéro de I'appartement de ce voisin
bruyant ?

.

Résolution

L'appartement le plus a droite de I'immeuble a
pour numéro la somme des appartements depuis le
sommet. Au n®™e étage, il porte le numéro

1+2n-1 R
—— = n2car C'est

1+3+5+...+2n-1)=nx
la somme des termes d’une suite arithmétique.

On peut ensuite identifier 'étage du n°2007 en
regardant la suite des carrés d’entiers.

442 =1936 et 452 = 2025.

2007 est donc 18 appartements a gauche du 2025 et
son voisin du dessus a 17 appartements a gauche du
1936, soit le n°1919.

m 1. a.1800 x (1 +0,018) =1832,4€.

b. 1800 x (1 + 0,005) = 1809€.

2. 1800 x (1 +0,018)'° = 2151,54€.1800 x (1 + 0,005)'°
=~ 1892,05€.
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3. Le retard mensuel est de :
2151,54 -1892,05 = 259,49€.
259,49
1892,05
M 1. a. y,=200,
Up = uyx 0,5+ 180 =200 x 0,5+ 180 = 280,
U, =u,x0,5+180=280x0,5+ 180 =320,
Uz =u,x0,5+180=320x 0,5+ 180 = 340.
b. Oui, les objectifs de Marc sont atteints.
C. Uy, =u,x0,5+180.
2. a.v,,,=u,,,;-360=u,x0,5+180-360

= 13,7%.

=u,x 0,5 -180 = %(un—SGO): Uy

1 n 1 n
b.v,=v, —| =-160 -1 .

u,=v,+360=360-160 x (%] .

N | =

c. La suite (u,) est croissante et converge vers 360

car 0 < 1 <1.
1 n
3. a.u,=360-(C-360) x (5] .

b. Le montant de Cinflue sur les variations ((u,,) est
décroissante si C > 360, croissante sinon) mais n'in-
flue pas sur sa limite.

m a. Uz3=2,u,=3.

b. Aumois n + 2, il y a tous les lapins du mois précé-
dent (u, ,,) et tous les nouveaux lapins issus des
lapins présents depuis deux mois (u,), donc

Upyoa=Upyp H Uy,
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c. Les algorithmes 1 et 2 conviennent mais ne
correspondent pas a la méme valeur de n.

EH 1. a.u, =300-50=250,
recette : 50 x 25 =1250 €. v, = 7500 =30
250
b. u,=250-30 =220, recette : 30 x 30 = 900<€.
Ug= S ~34,09.
220
c. Le nombre de places vendues la n'®™¢ semaine

7500
estu,_;—u, Oru,_ ,= —— .Larecette est donc de
v

(U, _1—uy,) xv,= (%00 -u,) xv,=7500-u,xv,.
2. a.u, = 300 — 15n. Les billets seront vendus en
20 semaines.
7500 7500 7500
. 300-15(n-1) 315-15n"
La 20° semaine, le prix du billet est
v, = 7500

315-15x%x20
3. a.u,=300x0,6". u; =300 x 0,6=180,
u, =300 x 0,6 =108 b.
7500 7500 25
T u,, 300x0,6" 06"
c. Le nombre de places invendues est
uy; =300 x 0,6! = 1,09, soit environ une place.
La 10¢ semaine, le prix du billet est

b. v, =
" u

=500 €.

Un

Vo= 20 —4134,54 €.
610

)
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5. Vecteurs et droites

Objectifs et pré-requis

Lobjectif de ce chapitre est de réinvestir les notions de vecteurs, de repérage dans le plan et d’équa-
tions de droites étudiées en classe de seconde. On utilisera le critere analytique de colinéarité et on
proposera une version unifiée d’équation pour pouvoir caractériser toute droite du plan. La décom-
position d'un vecteur suivant une base sera abordée afin de préparer tout doucement les éleves aux
prémisses de ’algebre linéaire.

On trouvera également dans ce chapitre ’occasion de proposer aux éleves des activités mettant
en ceuvre des démarches algorithmiques et de les encourager a manipuler différents logiciels (de
type tableurs, de type géométrie dynamique) afin de proposer des conjectures lors des problemes
ouverts par exemple.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n°9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues
Condition de colinéarité de deux vecteurs : « Utiliser la condition de colinéarité pour obtenir
xy-yx=0. une équation cartésienne de droite.
Vecteur directeur d’'une droite. ¢ Déterminer une équation cartésienne de droite
Equation cartésienne d’une droite. connaissant un vecteur directeur et un point.
Expression d'un vecteur du plan en fonction de | * Déterminer un vecteur directeur d'une droite
deux vecteurs non colinéaires. définie par une équation cartésienne.
¢ Choisir une décomposition pertinente dans le
cadre de la résolution de probleme.

Corrigés des activités

I Une condition de colinéarité de deux vecteurs

o a. Ladirection ; le sens ; la norme.
b. IIs sont colinéaires.
c. Il existe unréel k tel que u =kv;.

x =kx’
d. { i Les coordonnées sont proportionnelles.
y =
-~ 1
Qa u=-v
3
b. -11,25u=vou _45y -7
4
x=kx’ xy =kx'y’
O a , donc 4 , ’y , puis en soustrayant membre a membre xy’ - yx’'=0.
y=ky yx'=ky'x

)

b. Posons k= . (on a donc que : ¥’ = kx)
X

De xy’—yx'=0, on tire que : y’'= = ,s0it:y’= (ﬁ] xy, donc:y’ = ky.
X X

Les deux égalités en gras forment un systéme prouvant que les coordonnées sont proportionnelles.
Les vecteurs u et v sont donc colinéaires.
c. u(0;0) v(x;y) onobtient:0xy—-xx0=0.Levecteur nul est colinéaire a tout vecteur.
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@ Une caractérisation unifiée pour toutes les droites
1. a.b. et c. On conjecture que la nature du lieu est une droite.
d. Sia=b=c=0, on obtient le plan.
Sia=b=0 et cnon nul, on obtient ’ensemble vide.
Sia =0 et b non nul, on obtient une droite horizontale.
Sianonnul et b=0, on obtient une droite verticale.
Siaet bnonnuls et ¢ = 0, on obtient une droite passant par I'origine.
2. a. AM = ku ott k décrit R.
b. W( X—Xo;¥Y—Yo) et Z(a ; B). On obtient: B(x—xy) —o (¥—yy) =0
En développant: Bx—ay + (—Bxy+ ayy) =0
Ce qui est de la forme désirée avec a=, b=-a et c = —Bx; + o,.
c. Car kax + kby + kc = 0 (avec k non nul) en est une autre !
Les droites de la forme y = mx + p s’écrivent mx—-y+p=0.
Les droites de la forme x = m s’écrivent x + 0y—m =0.
3. a.etb. Onreconnait paraboles, cercles et ellipses.

© Décomposition d’un vecteur du plan

PARTIEA
w, = 2U.
Wy = —20.

— 3>
Wy=——U+20.
2
w,=-27%
1="5 U
Ws=u-2v.

— 5>
“’GZ_Z u+4v.

PARTIE B

o

@ a. AC=AB+AD.
ﬁ:ﬁhﬁ:ﬁh%ﬁs:gﬁ.

FI:ZE+ZH()]+E)A+E+€):3E+D*C>+§\:SE+6:SE‘

b. [j=— AB+3AD etIC=- AB + AD
Donc:3IC=1 ce qui prouve la colinéarité des vecteurs T et IC et donc I'alignement des points I, J
et C.
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Corrigés des Travaux pratiques

0[FW Equation définie & ’aide d’un paramétre k (k réel) @

Pour une correction avec les éleves, les fichiers fournis sur le CD permettent a I’aide de GeoGebra de
montrer comment on a établi les différentes conjectures.

PARTIE A
( \_ 1\

\\ 1 \ J
b. On conjecture que la nature de E; est une droite en manipulant a la souris le curseur.
c. L'équation de Ej sous la forme appropriée est —-3kx + (k? - 9)y = 1 — 2k2.

. . . . . 1 17
Si k = 3 ou k = -3 : la courbe obtenue est une droite verticale d’équation x = 37 (oux = —?) un
vecteur directeur est donc 7

. . 3k 1-2k* . sl DS, . . .
Sinon, on obtient y = ﬂ X+ kz— qui est ’équation réduite d’'une droite de coefficient direc-

. - 3k
teur — . Un vecteur directeur est donc u{ 1; —— |.
k- k” -9

PARTIE B

@ a. Les valeurs de k pour que E soit paralléle aux axes sont :

k=0 pour 'axe (Ox) ; k=3 ou k =-3 pour I'axe (Oy).
( ) e N

L ; J . 3 J . J
b. Les conditions que celaimpose sur les coefficients des variables x et y dans 'équation cartésienne
sont k = 0 pour obtenir y = constante et k* — 9 = 0 pour obtenir x = constante.

@ a. On conjecture que les valeurs de k pour que E, passe par l'origine du repére sont :

k=0,80uk=-0,8.
( ) ( B

1 k
(]

T
_ J _ Y,
b. Par le calcul, les valeurs de k sont solutions de 1 — 2k? = 0, soit k = % ouk=- % .
2 2
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© a. On expérimente que la droite E; passe par A.

( i )

b. Par le calcul, il s’agit de résoudre I'équation —33k — 4(k? — 9) = 1 — 2k? ce qui équivaut a résoudre
I'équation du second degré —2k? - 33k + 35 = 0 dont le discriminant est égal a 1 369 (soit 37%) et dont
les solutions sont 1 et —17,5.

La configuration du logiciel ne donne pas toutes les solutions car il faut modifier les bornes du
curseur k (ce qui montre les limites du logiciel...) et les mettre par exemple de —20 a 20.

'S o 1

@O a. On expérimente les valeurs de k pour lesquelles
le coefficient directeur de E; est compris entre
-3 et 3 (on peut rajouter le coefficient directeur de la
droite E,).

k dans ]-o0;-3,5] U [-2,5;2,5] U [3,5; +oo[.

\ J
b. Par le calcul, k étant différent de 3 et de —3, on va résoudre :
-3=< <3soit-1< k ET k <1.
k* -9 k*-9 kK* -9
On fait I'’étude du signe des deux quotients < % =0 ET % < 0) et on compile les

deux tableaux de signes obtenus.
14437 | (1-437  —14437
Ul ; U
2 2 2
© a. E.semble tendre vers la droite d’équation y = -2 lorsque le réel k devient de plus en plus grand.
b. Ce phénomene s’explique en utilisant I'équation réduite de E, (k différent de 3 et de -3) :

[ 3k ] 1-2k*

V= X+

k* -9 k-9
—_— [

k dans ]-c0 ; —

[

ool.

14437 -
>

tend vers 0 tend vers -2
( N
-
[
B baim
—a
L]
E ] " ] ] F ¥
&
L J
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‘TicEz )

Pour une correction avec les éleves, les fichiers fournis sur le CD permettent a I'aide de Geogebra
de montrer la réalisation du billard virtuel et de visualiser comment on a établi les différentes
conjectures.

Aller dans Affichage puis Protocole de construction pour avoir la liste des actions a réaliser pour
construire le billard virtuel.

PARTIE A : Construction

A 1\
e
ol s

o & 4
[
TS

x A
= : 4 - 7
(. J

PARTIE B : Conjectures

© a. Le chemin complet apparait lorsque k vaut par exemple —0,6 ou —0,7...
b. Pour trouver des bornes plus adéquates pour le curseur k, on cherche les coefficients directeurs
des droites (BJ]) et (BF) a savoir LA -0,75 et - 6 __3. -0,375.

8 4 16 8

@ a. On conjecture que la valeur de k pour laquelle la boule sort au trou J aprés 4 bandes consécutives
est-0,6 et les coordonnées du point I, sont (10 ; 0).

s . A

-+ - e

s —— = 1

\ v,
b. On conjecture que la valeur de k pour laquelle la boule sort au trou F apres 4 bandes consécutives
est-0,5 et les coordonnées du point I, sont (12 ; 0).

(| - )
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© a. -053<k<-0,52.

(i s )
- :_:I
|. .-:': . v
u-“_ Lo - =
b y 2 H“'.‘-"-:*H"T‘ L ; 1
Wi ¥ ; : W a i ] )
b. -0,44 <k <-0,43.
s e N
e -
. 2 3
.. B
v, ) gl ',_ H
Wi T ¥ T Y )

PARTIE B : Résolution géométrique

€@ La méthode du « dépliage » du billard consiste a lui appliquer 4 symétries axiales successives bien
choisies. Cela permet de transformer le chemin « ligne brisée » parcouru par la boule en le segment
[BS’] (conservation des angles et des distances par les symétries).

© Les coordonnées du point J, sont (40 ;-18).

Si B(0 ; 6), la droite (BJ,) a pour équation y = —g X + 6 et son point d’intersection avec ’axe des

abscisses est1,(10; 0). Si B(0; 3), la droite (BJ,) a pour équation y=— % X + 3 et son point d’intersec-

. , . 40
tion avec I’axe des abscisses est Il( - ; 0).

‘TicE3 )

Pour une correction avec les éleves, le fichier fourni sur le CD permet a ’aide d’Excel de visualiser la
réalisation des différents tableaux et les réponses aux questions.
PARTIE A : Construction

00

il i .I L 4 » " " - - 1 N
1 Anss 1 2008 I ﬁﬁﬂ _
1 Trimirsme 1| 2 | 3 4 | 5 1] 7 a 4,5
|t | 28| 50 | 0 @0 | 122 | 130 | 160 16E | 1035
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(130 )

*
180 -
140
-
120 -
100
»
B0 -
B — — — -
*
40
*
20
o
L @ 2 4 6 B 10
Le type de fonction permettant d’approcher ce nuage de points est de la forme ax + by + ¢ = 0.
PARTIE B
@ Premiere idée : « la droite des extrémes »
a.etc.
/ ax+by+c=0
| paint 1| point 2| wectour dicecbor B _.;'d.u.
n| ahbscisse 1 8 -7 b T
o ordonnes 28 | 168 -140 IS -56
| sinestégal | 54 |
| alors yestégal | 10EE
I!:
- A
+*
L a 1 4 & L] 10 )

Cliquer deux fois sur les cases pour faire apparaitre « les formules tableurs » permettant de calculer
les coordonnées d'un vecteur directeur et les valeurs de a, b et c.

b. Une équation cartésienne de « la droite des extrémes » est :

140x -7y + 56 =0.

d. Le tableur permet de dire que le nombre d’amis au ler juillet 2022 correspond au 54e trimestre.
Le nombre d’amis prévus avec cette droite est 1088.

@ Deuxieéme idée : la droite des points moyens
a.

ax+by+c=0

paint 1 | polnt 2
abscisse | 25 7 N
crdonnde 62 | 145
i x esl épal
akars v est égal
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Une équation cartésienne de la droite de Mayer est :
-83x+4y-40,5=0.
c. Le tableur permet de dire que le nombre d’amis prévus avec cette droite est 1131.
© Troisieme idée : ajouter une courbe de tendance
b. Voir la capture d’écran dans I’énoncé.
c. Le tableur permet de dire que le nombre d’amis prévus avec cette droite est 1112.

@ Comparaison des trois solutions

ansids 200
Tt 1 2 a 4
SO | . i e
28 | 48 | 68 B8 108 13F  14B | 168 droite des extrémes
privilons | 3009 | 51,6 724 931 114 135 | 155 | 176 drolte de Mayer
32,4 | 525 129 535 114 134 154 | 175 | droite proposée par e tablaur
B & | AR X a4 e [ 33 ) D drolte des extrémes
drarta 288 1163 763 313 -8.13 463 463 813 drolte de Mayer
A17 285 -707 331 -831 407 |-555] 6,83 | drofte proposée par le tahlaur
o | 4 144 4 195 4 |14 | o drolte des extrémes
simemcrmd| BT | 264 SBA BTV 66 214 [ 214 66 drolte de BMayer
174 | 649 &0 11 69 166 | 308 | 46,7 | drofte proposée par le tablaur
SOMME | 498 droite des gxtrdimas
. 254 drevite de Mayer
243 | dioite proposte par le 1ebleor

Cliquer deux fois sur les cases pour faire apparaitre « les formules tableurs » permettant les calculs.

Algorithmique 1 o

Pour une correction avec les éleves, le fichier au format .pdf fourni sur le CD permet de vidéo projeter
les réponses.

o

Entrée Les réels x, y, x’, y’.
Traitement Sixy’ -xy=0
et sortie alors afficher « Les vecteurs sont colinéaires. »

Sinon afficher « Les vecteurs ne sont pas colinéaires. »

O a

Traitement Si (x=0ety=0) ou (x’ =0ety’ =0)
alors afficher « Le coefficient de colinéarité vaut 0. »
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b.

Entrée Les réels x, y, x’, y’.
Traitement Sixy’ -x'y=0
et sortie alors afficher « Les vecteurs sont colinéaires. »

Si (x=0ety=0 ou (x’=0ety’” =0)
alors afficher « Le coefficient de colinéarité vaut 0. »
Sinon si x = 0
alors afficher « Le coefficient de colinéarité est », x’/x
Sinon afficher « Le coefficient de colinéarité est », y’/y
Sinon afficher « Les vecteurs ne sont pas colinéaires. »

Algorithmique 2 @

Pour une correction avec les éleves, le fichier au format .pdf fourni sur le CD permet de vidéo projeter
les réponses. Les fichiers Python permettent de faire tourner le programme sur un ordinateur.

o a. >>> droite (5,4,-2,-1)
Les coordonnées des points avec lesquels elle a essayé son programme sont A(5; 4) et B(-2;-1).
b. Sion saisit par exemple droite(5,4,5,-1), le programme retourne :
>>> droite (5,4,5,-1)
-5x+0y+25=0

@ a. Ces instructions réalisent le test d’appartenance du point M de coordonnées (x ; y) a la droite d
dont on a déterminé une équation avec le programme précédent.
b. Alix ne connait pas la différence entre le symbole = qui, en langage Python, permet d’affecter
a une variable une valeur et le symbole == qui permet la vérification de I’égalité entre deux
expressions.
c. IImanquele symbole : apresl'instruction else. Pensez a ne pas mettre le symbole ' al'intérieur
d’une phrase car sinon Python pense que votre phrase est finie et vous met le message « erreur de
syntaxe » ou encore mettre un espace entre les deux symboles =.

© print ‘Un vecteur directeur de d a pour coordonnées (- b,'; ', a,)."'

(A=* droite ([xa,ys,.xb,yb) 1 )
a=yb-ya
b=za-rb
c=-a*xa-b*ya

point B4 b, s Y,E,tw Ot

ar*x+b*y+s == 01
print ‘M se trouve sur d4°
prine = b m 2 pas =
grint 'Un wveso 41 TErT e de¢ 4 a pour coordonnées . =b, Sl
\s J

Algorithmique 3 @

@  a.Lesinconnues sont les réels k et m.

a=kx+mx’ ) R ,
avec les constantes réelles a, b, x, x’, yet y'.

)

Le systeme a résoudre est :
b =ky+my

b. Le fait que les vecteurs U et vforment une base implique qu’ils sont non nuls et non colinéaires et
doncque: (x;y)#(0;0) et (x’;y)#(0;0) etxy —yx' #0.
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Entrée les réels x, y, x’, y’, a, b
Traitement m= (x*b - a*y) / (x*y’ - x’*y)

k = (a - m*x’)/x
Sortie Afficher « W = », K, « U+ », M, « v o»

© Systeme(2,53,-1,4,-7) w=-1u+2v
O Systeme(0,4,5,2,5,10)

d=f systems|x,y,x1,Yl,a8,B):
o= (x*b-a*y) / (x*¥1-x1*y)
= ja-m*x1)/x
princ ‘w o= ¥k ' @+ ",@mt w !

Erreur car on divise par x qui vautici0!
Avec le message d’erreur suivant :
ZeroDivisionError: integer division or modulo by zero.

(def systeme (x,;¥,xl,¥l.a,b): )
if ==
p=a S wl
k= ({b-m*yl)/y
elae:
= (R *b-avy) S (x*yl-gl*y)
k=[{a-m*xl) x
print ‘w='.k."'n + *,m" ¥ '
N\ J

© u et vsont colinéaires et ne forment pas une base.
Programme final :

(def systeme (%, y,%x1,¥1,a8,b):
if ®*yl-xl=y==0D1i
print ‘vos vecteurs ne forment pas une base®
elaa:
if xx==0;
m=a/xl
e={b-m*y1l) /vy
elae:
m= [x*b-a*y) /S (x*¥i-x1*y)
e={a-m*xl) /x
print 'w ='.k,' w4+ "',m," v "'

~N

Algorithmique 4 [N &

@ Le point S situé sur ]0x) implique que s = 0.
Le point T situé sur ]Oy) implique que > 0. T

2]
* M(x ; y) un point du plan appartient aux frontieres i
du domaine lorsque :
coté horizontal :y=0et0 <x<s.
cotévertical: x=0et0<y <t
cotéoblique: tx+sy—-ts=0et 0<yet 0=<ux.
* M(x; y) un point du plan appartient a I'intérieur du

domaine lorsque : tx+sy—-ts<0 et 0<y et 0<ux. o 1 O

€ s=25et1=3,25. \

On rajoute 'hypothése « coordonnées entieres ».
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Initialisation k=20
Traitement Pour x = 0 a 2
Pour y =0 a 3
si 3,25x + 2,5y - 8,125 < 0 alors incrémenter k d’une unité

Sortie Afficher k
*x=0
y=0 test positif k=1; y=1 test positif k=2.
y=2 test positif k=3; y=2 test positif k=4.
ex=1
y=0 test positif k=5; y=1 test positif k=6.
y=2 test négatif k=6; y=2 test négatif k=6.
ex=2
y=0 test positif k=7; y=1 test négatif k=7.
y=2 test négatif k=7; y=2 test négatif k=17.

@ Les points a coordonnées entiéres situés sur les axes font toujours partie du domaine ; ils sont au
nombre de [s] + [#] + 1. On peut donc initialiser k a [s] + [#] + 1.

—

O =N W oA U B

S
1 2 3 4 5 6 7 8 x

=

Pour une abscisse x fixée, on ne comptabilise que les points
dont I'ordonnée est un entier naturel inférieur ou égal a

[ fﬁx +1t]. On peut donc faire varierxde 1 a [s]etydela
s

[—£x+t].
s

. - N t
Rajouter un test pour éviter le casolti [s]=0ou[-—x+¢]=0.
N

T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8x

Probleme ouvert 1 @

Pour une correction avec les éleves, les fichiers fournis permettent de vidéo projeter les réponses.
Manipuler le point A avec la souris pour faire apparaitre la trace du point K.
On introduit le point A avec la relation de Chasles dans les vecteurs et on obtient :

. 1] — —> —
AK = -3 (CA+CB) = IC ou I est le milieu de [AB].

Lorsque A décrit une droite fixée (notée d), K décrit la droite d’, image de d par la translation de
vecteur IC.
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Probleme ouvert 2 @

Pour une correction avec les éleves, le fichier fourni sur le CD permet de vidéo projeter les

réponses.
* On détermine I’équation de la droite (FT) : x—y+ 3 =0 ou encore y=x + 3.
* L'équation de la parabole est de la forme y = ax? + bx + c.

. . b . b
S étant le sommet de la parabole, son abscisse vaut g soit 3 = ~5 ou encore b = —6a.
a a

Le fait que la parabole passe T

par A(0; 13) entraine que ¢ = 13. IF'J | [ ra
Le fait que la parabole passe i : ¥ J
par S(3 ; 4) entraine que | [ -
4=9a+3b+c. | I /"

En utilisant les résultats précé- 2; ] | 4

dents, on obtient que a=1, i I" ,-/
puisb=-6. 1 2 ¥

Finalement: y = x2 - 6x + 13. b i e 5

e Les points d’intersection de la i p

droite et de la parabole ont leurs - #"P"" sorR @

abscisses x solutions de : b S

X + 3 = x> - 6x + 13 soit d'une prwf

équation du second degré /_._:

x2—7x+ 10=0. & a 1'|'| j:|

Les solutions sont 2 ou 5. Les % <

points d’intersection ont donc \_ ]

J

pour coordonnées (2 ;5) et (5; 8).

* Reste a calculer la distance séparant ces points de P(14 ; 10) et a choisir celui qui se trouve a une

distance inférieure a 10. Le candidat pour I'’emplacement du trésor a pour coordonnées (5 ; 8).

Probleme ouvert 3 @

Pour une correction avec les éleves, le fichier fourni sur le CD permet de vidéo projeter les

réponses.
Posons x le nombre de chevaux et y le nombre de poneys.
Traduction de I’énoncé et mise en (in)équations :

« Elle dispose de 330 m? pour réaliser les box et elle prévoit 16 m? par box cheval et 9 m? par box

poney »
16x+9y <330 (1)

«un budget de 62 200 € pour I'achat de sa cavalerie et elle compte 3 500 € par cheval et 1 000 € par

poney »
3500x + 1000y <62200 (2)

«elle doit se limiter a un maximum de 16 chevaux et de 16 poneys. »
0=<x=<16 avecx entier 0 <y=<16 avecyentier (3)

«Sachant qu'un cheval sera 1,9 fois plus rentable qu'un poney »

1,9x + y=k avec k a maximiser tout en respectant les contraintes (1), (2) et (3)

On obtient un domaine du plan (en couleur) et une droite mobile (en vert; ces éléments sont ici
grisés). Il s’agit de trouver le point a coordonnées entiéres de ce domaine se trouvant le premier sur

la droite lorsqu’on manipule le curseur k avec la souris.
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Avec un tableau Excel, on arrive plus facilement a déterminer le couple solution.

AR e R R R
1
z 38 48 61 &6 105 124 143
W 39 53 77 8F 115 134 153
4 | 49 BB BT 106 125 144 153
5 8 59 78 57 116 135 152 173
& | B9 BE 107 126 145 184 183
z | 79 BE 1LT 1%E 155 174 193
B F | B9 10 127 146 165 184 203
o R 59 118 137 156 175 194 M3
S ipa 128 14 166 1S o4 iEa
PO 119 138 157 176 195 214 233
Ay | 129 148 157 186 205 224 243
13 0 43 | 139 153 177 19E 15 234 153
Ta | 43 | 18 168 187 e 225 284 263
IS P 159 17@ 137 216 235 254 273
16 | 45 | 169 188 207 226 M5 264 233
ir L\.-‘.iiiw 125 188 217 3% 355 4 183
1E  pone i

| I I o I T P I R < R

181 X
18,1 21
201 1
211 H
31 34
731 15
191 75
bt S
J61 28
71 3
281 10
1M
137
31,1 33
321 1
131 15

)
28
30
40
nn
5.9
7.8
1/
298
ns
119
129
e
EEY]
k1AL
LS 188

n7
P
277
287
n¥
LT
3L7
27
337
7
57
34,7
EE)
38,7
39,7
40,7

45
30,5
315
325
138
345
355
35,5
335
30,5
305
40,5
41,5
425
435
da5

ans
324
334

a4
36,4
v
g4
ELE
40,4
&1,4
a4
432
0.4
45,4
54

La configuration optimale pour la cavalerie de Julia est de 12 chevaux et 15 poneys.

Corrigés des exercices et problémes

QCM Pour hien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 345.

Exercices d’application

Il a. Colinéaires car 2u = v.
b. Non colinéaires (critere analytique de colinéarité).
c. Non colinéaires (critére analytique de colinéarité).

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

[El a. Critere analytique de colinéarité :
K+k-5=0 A=21
Deux solutions :

k, :%(—1+\/i) ouk, :%(—1—5)

b. Critere analytique de colinéarité :
-3k>+9k+30=0 A=441
Deux solutions: k; =5 ou k,=-2

Critere analytique de colinéarité : le systeme
obtenu possede une unique solution k=-7.
n a. Faux, car u=10i- 15;.
b. Vrai, par le critére analytique de colinéarité.
c. Vrai, par le critere analytique de colinéarité
(1 —70(34,5 ;-51,75) et —2i + 3j(-2 ;3)).
d. Vrai, w et u sont colinéaires au vecteur de coor-
données (2 ;-3).
I a. Parle critere analytique de colinéarité :
3 -6sinx =0.
Un réel solution : x = 30° ou % rad.
1

b. Non, car sin NI
6 2

c. Par exemple: %ﬁ .
Toutes les solutions : % [27] ou %‘T [27].

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.
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Bl Poar le critere analytique de colinéarité :
AB et AC colinéaires & k*—1=0.
Une unique solution réelle k=1.
Kl -
L]

H

b. I E;0 (0] l;l H(0; 2)
3 2 2
TH et OH colinéaires donc les points I, O et H sont
alignés.
m a. A_)C = GTB.
b. AB et AC colinéaires donc les points A, B et C sont

alignés.

o

D

b. Théoreme des milieux dans ABD puis DBC :
21I = DB = 2K]j. Donc LI = KJ et UKL parallélo-
gramme.

Par Pythagore, la hauteur dans un triangle

PSR s 3
équilatéral de coté a mesure - a.

. 1 I T
On obtient : - 5 (1+ J3 )AC = EF donc EF et AC coli-

néaires et les droites (AC) et (EF) sont paralleles.

y
dz dl d4
44
34
2
14
0 >
T T T T T T jo
-5 -4 -3 -2 -1 dal
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

E3 a -10x-3y+44=0
b. 2x + \/§y+ J2 -8=0
c. -15x-24y+53=0

m a. 3x-y-14=0
b. 2x+y-10=0

a. 7x-4y+1=0
b. x-3y+3=0
c. 8x +5y-210=0

KB a 24x +21y-1=0
b. -52x +25y-49w=0

m a. 4x -y-8=0
b. Les coordonnées de C vérifient bien ’équation
de (AB) donc les points A, B et C sont alignés.

a. Le milieu I de [KL] a pour coordonnées
(0; 3). La droite (OI) (la médiane issue de O de OKL)
est I’axe des ordonnées.

b. x -2y+4=0

c. Gestl'intersection des deux médianes dont1'une
est]’axe des ordonnées : G(0; y) .

On trouve yg =2 donc G(0; 2) .

a. MédianeissuedeA: -7,5x-12y+51=0
Médiane issuedeB:x —-2=0

Médiane issue de C: 13,5x + 12y -63 =0

b. Le systeme obtenu a une unique solution. On
trouve : G(2; 3).

a. E;
35x+y+10=0
b. E,: -2 =3 donc c’est'’ensemble vide.

c. E;:ydoit étre différent de 0 et x doit étre différent
de 2. C’est une droite privée de deux points.
d,:-3x+y-4=0dirigée par a.

d,: 6x—2y+ 15 =0 dirigée par v, wetb.
dy:y+4=0dirigée parg.

d,:—x+4 =0 dirigée par .

droite d’équation cartésienne

y
d
84 4
6,
4,
12 14 %
T T T T
2l 4 6 8 10
a

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.



Une équation de la droite A est 6x + 23y + 10 = 0.

1. a. AB(10;-15).

b. d et d’sont paralleles car -50=AB.

2. Une équation de la droite d est 3x +2y—1=0.
Une équation de la droite d’ est 3x + 2y =0.

3. a.d, est sécante a d et a d’ car U mest pas coli-
néaire a v.

b. Coordonnées du point d’'intersection des droites
dyetd:(4;-6).

Coordonnées du point d’intersection des droites
dyetd:(2;-2)5).

px] a. a=-19.
b. a>+2a-15=0donca=-50ua=3.
c. a=-12.
2
d. _a_ a4 donca=0oua= §
2 3 2"

a. La droite d est parallele a (Ox) :
1-k=0donck=1.
La droite d est parallele a (Oy) :

4k*-9=0 donc k—fouk——%
b. 1-k+2(4k*-9)-8=0,donc8k*-k-25=0
1+3489 1- 3J_
k= ou k= .
16
e -(1-B1+K + @k - (%)kz
81 3
donc k*=—: k= —= ouk= -—
4 V2 \/5
d. 6k% - 2k —9:0donck:1+g/£
1-55
uk= ——.
6
1.
30 . .
S
WL
A T D

2. a.A(0;0),C(1;1),TO;0n,S(s;0),L(s;1) et P(1; 7).
b. TL(s;1-1 AC(1;1) et SP(1 -s; 8.

3. a. Par le critere analytique de colinéarité :
s+t=1.

b. Equation de (TL): (1 - Hx —sy+st=0.
Equation de (AC) : x — y=0soitx =y.

Equation de (SP) : tx— (1 - s)y— st =0.

Le point d’intersection de (TL) et (AC) a pour coor-
-st . -st
1-t-s'1-t-s

différent de 1.

Les coordonnées de ce point vérifie 'équation de
SP):tx — (1-s)y—st =0.

Conclusion : si r + s # 1 alors les trois droites sont
concourantes au point de coordonnées

—St —St
1-t-5 1 t-s

données ( ) et existe si t + s est

m a. ZU):EZ+2;
2
- 1= -
b. w=—u+3v.
2
1- 1-
a w=—-u+ -
3 2
2 1 -
b. w,=——u+(--)v
2573 =)
¢ Wy=-ru+D.
T3
a. OA=6i- ]
b. OB= —2i +3]
c. AB= —87+4f
L.
D E C

A

A B
2.
a. AB=DC A0=1pc- 1A
2 2
— 33— — ] — 11—
DE = —DC+— DA OE= - DC- — DA.
2 6 2
b. AB= —CA + CB E:—%CT\
— 3 —> — — 1 — 1 —
DE= -> CA+2CB OE= -- CA -= CB.
2 6 3
c. AB=0OB-0A AO = —OA

DF = 208 - OA ﬁ:_éﬁﬁ-gﬁ.
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E8 a Bi-=IG CH=2TH
Al=1G - TH ﬁa’:-%ﬁ’l
Eb- -1 G

2
— 1] — 1 — [ —
b. BI= — AF- = HC CH=-HC

2 2
Al- L AF FE- L mc

2 4
ﬁ):—l Kﬁ+l§é

4 4
c. Bi= %@. CH= -GB-4CD
Ai=2CD ﬁ:iﬁ%+CT)
> ] —
ED = — GB.

4

Ed Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 345.

Vrai ! Vérifions que u et vsont non colinéaires.
Dans la base (A_ﬁ, Ké) ona:

3(3 ;1) et 7/)(6 ; —2) et ils sont clairement non coli-
néaires !

m Dans la base (A_ﬁ, B_é) ona: Z(? + \/E ; —6) et

v(6; V13 - 7).
Par le critere analytique de colinéarité, on obtient
que u et v sont colinéaires.

398 ;

P
b. Dans la base (615,615) ona:
EP= - GF ; ER=--GE ; FE= -GF+GE
Donc: FR=FE + ER = —615+%EI§

Et finalement : % FR = FP

Les vecteurs FR et FP sont colinéaires donc les
points E R et P sont alignés.

a. Faux (devient vrai si ABCD est un
rectangle).

b. Faux (par exemple si vestnul...).

c. Faux (devient vrai si k dans {—% ; %]
d. Faux (les droites paralleles a I’axe (Oy)).
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e. Faux (Z(O ; 1) est un vecteur directeur).

f. Faux (le sens direct est vrai, la réciproque est
fausse).

g. Vrai (le milieu de [KL] a pour coordonnées (0 ; 3)
est sur (0y)).

h. Faux (m = 1186?3 mais A, B et C sont non
alignés).

a. (P) et (Q) sont équivalentes.
b. (Q) implique (P).
c. (Q) implique (P).
d. (P) implique (Q).

L(0; 1) avec Inon nul.
K(k; 0) avec k non nul.

LK(k; -)
Une équation de la droite (LK) est :
—Ix-ky+kl=0.

I non nul et k non nul, donc kl est non nul et on
divise les membres de I'équation par kl pour obtenir
le résultat désiré.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 345.

Prét pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 345.

EH1] a. N est lintersection de deux médianes du
triangle KIC (a savoir les médianes issues de C et de I).
N est donc le centre de gravité du triangle KIC et est

situé au % de la médiane [C]] en partant du sommet :
CN= 23
3

b. Dans le repere (A; Kﬁ, ﬁ:) :

1 1 2
M(=; = N@2; = G((5;1).
(2 2) ( 3) ( )
Vv 1) 1
Donc, MN<1,5;E> et MG<4,5; 5)

Par le critere analytique de colinéarité, on obtient

que MN et MG sont colinéaires donc que les points
M, N et G sont alignés.

Hl a 10;0 S(s; 0)
Equation de (ST) : tx +sy— st = 0.
b. d passe par 'origine du repere : y = mx

(ST) et d sont paralleles lorsque ¢ + ms =0 c’est-a-

S_T)(—s )]

. t
dire lorsque m= —— .
s



Si m est différent de L , les droites (ST) et d sont
s

donc sécantes et leur point d’intersection K a pour
St . mst
t+sm’ ’

coordonnées :
t+sm

c. Soit I le milieu de [OS]. Si le point K, intersec-
tion des droites (ST) et d, se trouve sur le cercle de
diametre [0OS], le triangle OKS est rectangle en K et
les droites (ST) et d sont perpendiculaires.

En écrivant que KI = OI avec les coordonnées, on

. s
trouve la condition m = e
L

A B

e F

D C

2. a.E_ﬁ:ETZﬁA_ﬁ:A_ﬁ— % A_>D
et HF’:EGGE:A_E—%HS

Comme EB = AB - % AD = 515, les droites (EB) et
(DF) sont paralleles.

b. D(O;O),C(l;m,B(1;1),A(0;1),E<0; %)
et F(1; %). EB(1; 1) et DE(L; 1).

Comme EB = 515, les droites (EB) et (DF) sont paral-
leles.

c. Equation de (EB):y=2x.

Equation de (FD) :y=2x 1.

Comme les droites ont le méme coefficient direc-
teur, (EB) et (DF) sont paralleles.

d. ABE estun triangle rectangle de coté a et % a.De
méme pour le triangle DFC.

Leurs angles sont donc complémentaires et les
angles AEB et ADF sont égaux :

les droites (EB) et (DF) sont paralleles.

ml. a.

D
E
B ¢ J
K
1
C
A E

1 —

1. b.BE= — BD.
4
c. AF= 1 AC.
4

2. Dans la base (TB,E) . en utilisant la relation de
Chasles, on obtient,

KI:%E AD = 2AB + 2AC
— 1l-— . — 5-—= 1
AF:ZACdou:AE:ZAB+—AC
AK= 2AB+ SAC

8 8

AT=AB+ 5 AC
Puis: IK = lA_1§+ EIT()]
8 8
et = LAB+ 2AC
2 2
Conclusion : IJ = 4IK. Les vecteurs IJ et IK sont coli-

néaires : les points I, K et ] sont alignés et le point K
se trouve au quart du segment [IJ] en partant de L.

a. Soit Ile milieu de [AB] et ] celui de [CD].
ﬁ+m§:2ﬁetm+ﬁﬁ:2m
MA + MB et MC + MD sont colinéaires lorsque m

et Ml le sont.

L'ensemble recherché est donc la droite (I]).

b. Soit K le milieu de [BC]

MB + MC =2MK et MC - MA =AC

MB + MC et MC - MA sont colinéaires lorsque
MK et AC le sont.

Lensemble recherché est donc la droite passant par
K et parallele a (AC).

c. On obtient : MI = MJ. Lensemble recherché est
donc la médiatrice de [I]J].

d. On obtient: MK = ATC . Lensemble recherché est

A
donc le cercle de centre K et de rayon TC .
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ml. a.

1. b.

On conjecture que le quadrilatere SRQP est toujours

un parallélogramme :
un rectangle

]
== B & I

un losange
§=032

e

2. Dans la base (A_ﬁ,ﬁ) : en utilisant la relation de
Chasles, on obtient,

AP = kAB AQ =AB + kAD
AR = (1-KAB + AD AS=(1-kAD
D’ol:

RQ=RA +AQ = kAB + (k- 1)AD
et SP = SA + AP = kAB + (k- 1)AD
Comme RQ = SP, SRQP est un parallélogramme.

(56 RS

AK = -2 AB

AC=AB+AD doii: KC = KA + AC = 3AB + AD
et ﬁ:ﬁ+ﬁ:2A_ﬁ+ %ﬁ
Conclusion: KL= %ﬁ

Les vecteurs KL et KC sont colinéaires ce qui prouve
I'alignement des points K, L et C.

b. L centre de gravité donc L est sur la médiane
issue de C: L, J et C sont alignés.

On montre facilement que C’'CAK est un parallélo-
gramme donc J est le milieu de la diagonale [KC] : K,
J et C sont alignés.

Finalement L, K et C sont alignés.

c. Equationde (CK): —x +3y-2=0.

. . 2
Intersection avec (Oy) : x = 0 entraine y = g .

OrL(0; % ) donc L appartient a la droite (CK) et fina-

lement L, K et C sont alignés.
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d. K(~2;0),L(0; g),cu $1), KL ; %)etfé(s; 1.

Par le critere analytique de colinéarité, on obtient
que KL et KC sont colinéaires donc que les points L,
K et C sont alignés.

1. m= —% et m'= —%.

2. a. Comme les vecteurs de base sont conservés : d
apour équation y=mx etd’apour équation y=m'x.
b. A(x,; mx,) et B(xg; m'xp)

On va écrire le théoreme de Pythagore avec les coor-
données : O,AB est rectangle si AB>= 0,A? + O,B2.
En développant avec les coordonnées, on
obtient: —2x x5 - 2mm’ x,xg =0

soitmm’ = —1.

H a H G

M

b. DL=2DC + DA donc:

DB+ BL=2DC + DA et finalement BL = DC = EE
Dans le plan contenant la face avant, BL=EF ce qui
signifie que EFLB est un parallélogramme et que les
diagonales [FB] et [EL] ont méme milieu, a savoir I.
Les points E, I et L sont donc alignés.

c. Méme démonstration, I étant le milieu de la
diagonale [GM] du parallélogramme FGBM.

d. BL=EF=HG et BM = GF = HE.
Donc:ﬁ —W:EG) - HE

. ML = EG.
m ©

1. d.Kest un point mobile sur (AC).

Par définition, AK = k AC donc les vecteurs AC et AK
sont colinéaires ce qui prouve que les points K, A et
C sont alignés. 1

e. On conjecture que k = 3




2. I(% ;0) J2;-1) K(0; k)

doncﬁ( % ; —1) etJ_K)(—Z s k+1)
Par le critere analytique de colinéarité, on obtient

que §(k+1)—2:0soi‘[ §k: 1 ou encore k = 1.
2 2 2 3

m ©

1.

On conjecture que le lieu de M’ est une droite.

2. a.Dans la relation MA — MB + 2MC = 6, on intro-
duit le point C dans les deux premiers vecteurs par
Chasles.

On obtient CM = —% AB.
Ce qui définit un unique point que 'on notera K.
Ona:CR= -~ AB et KA~ KB + 2KC=0

b. Dans la relation MM’ = MA ~MB + ZWL

on introduit le point K dans tous les vecteurs par
Chasles.

On obtient MM’ = 2MK (car KA —KB + 2KC = 6).
Cette relation vectorielle traduit le fait que K est le
milieu du segment [MM’].

c. Lasymétrie centrale de centre K transforme donc
M en M. Le point M’ circule sur la droite d’, image
de la droite d par la symétrie centrale de centre K.

a. Un algorithme en langage naturel :

Pour 7 allant de 1 a 3
demander « abscisse » , Xx;
demander « ordonnée » , y;
ST 06 - x)*0s -y - 06 - x)*(W, - yp) =0
alors afficher « Les points sont
alignés »
sinon afficher « Les points ne sont pas
alignés »

b. Par exemple, en langage Python :
Si les coordonnées sont entieres ou décimales :

def aligne (Xu,YasXpsYbs X ¥Yo)
if (Xb - Xa)*(}/c - .Va)

- (e = Xy - ¥ == 0
print 'Les points sont alignés'
else :
print ‘Les points ne sont pas alignés'

Plus généralement, si les coordonnées sont réelles :

def aligne (Xu,YarXpsYpsXcrYo) &

x; = float(x. - xp)
y1 = float(y, - ya)
X, = float(x, - x3)

y; = float(y, - ya)
if round(x;*y; — Xx;%*y;,11) == 0:
print 'Les points sont alignés
else :
print

'Les points ne sont pas alignés'

Sur calculatrice Casio

;:mnz:ﬂl_ IGNE =mm===

If (S-H0xCU=-TOr=CU=-5)x
(T-Yoe

Then «
"H:B:C alianés"#

FAsE,

[wl

non alignés"4é
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Sur calculatrice TI

FROGEAM: AL IGHE
Prorpt #.%Y:5:T,

Ig CT=YIs(l-S)=
W=Ta% <§

Ther

i = P
hES

:Els

i0isr "A:B-C HOH
FILIEHES

tEnd

U,
:
:
: "A,B>C ALI
G

_
Affiche les coordonnées de 5 points situés sur
la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 dans le cas ou

I’équation du type x = constante (cas ou b = 0) et
dans le cas ot 'équation du type y = mx + p.

[E) Traduction de Pénoncé

Comportement d’'une piece dans une machine
Dans la machine que Pierre vient de démonter se
trouve une piece métallique qui a la forme d’'un
losange. Elle coulisse le long de parois comme
I'indique le dessin ci-dessous.

Trouée en son centre, la piece laisse passer un
rayon lumineux. Quelle courbe dessine le rayon
sur un écran mis face a ce dispositif ?

Résolution
On peut faire des conjectures grace au logiciel
GéoGebra : 1a courbe obtenue est un segment.

c C

O A

Pour la démonstration, on peut s’aider de la figure

suivante :
C
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Le point T symbolise le trou. Le triangle DTA est
rectangle en T, le triangle DAO est rectangle en O. Le
cercle de diametre [DA] passe donc par T et par O.
En utilisant les angles inscrits dans un cercle, on a:
TDA =TOA.

Or l'angle TDA est constant ce qui implique que
I'angle TOA est constant !

Si on note a la mesure de I'angle géométrique DTA,
ona:

T circule sur la droite d’équation y = (tana)x.

Le lieu de T est un segment dont les extrémités
correspondent aux positions limites :

Thax DT ; TA)
Tnin (DTsin(a) ; DA —DTcos (o))
C
C
Tmax D
B
D / /
Tmin
B
a = 60° a=60°
0 A Ox

On peut faire des conjectures grace au logiciel
GéoGebra.

A B A B
1 L 1 L

Soit ABDE le carré de c6té [AB] construit a I'exté-
rieur de ABC, on construit le triangle CFH dans le
prolongement de CAB.

On obtient un agrandissement de la situation
désirée.

H a E D F
I1 ne reste plus qu’a tracer (CE). Son intersection
avec [AB] donne la position du point I candidat pour
que IJKL soit un carré.
Les coordonnées de E sont (2 ; —4).



Une équation de la droite (CE) est :
8x-3y-28=0
Son intersection avec (AB) d’équation y = 1 est le

point I de coordonnées ( % ; 1).
a. MO =ML +LP + PO

MO = ML + MQ + MN
par propriétés d'un pavé droit.

bﬁ:m+m’:%m+m’

- é(mmnm

B VI Vi Vol
2 2
— 1 —
c. IG=-1Q.
;10
d.ﬁ:ﬁ+ﬁ:%ﬁ+%ﬁ

I o > 1 1o 1 —x
=—(MN+ML)+ = (- =—ML-—MN+M
2( ) 3( 5 > Q)
Donc: W}):%(W\I+W+M4Q)).

e. MG = %W) donc les vecteurs MG et MO sont

colinéaires et on en déduit ’alignement des points
0O, G, M.

m On peut faire des conjectures grace au logiciel
Géospace.
a.

b. xvarie dans l'intervalle [0 ; 4]

M est sur [AB] doncy = —% X+ 5.

1 5 5
c. Vx)=—x2 —§x+5 =-—=x3+ =x2
2 4 8 2

Au tiers de [AB] :

Thales x = % doch( 4 ) -8

A la moitié de [AB] :

3 ) 27"

Thales x=2 doncV(2) =5.

d. Sila dérivation n’a pas été vue :
Viax = 5,925925
pour OP = 2,6671 et AM = 4,269443.

yl
6

A

T

-1

_.
Do
o
S
o d
=y

Si la dérivation a été vue :

V' (x) :x(—l—;x + 5)

Donc un maximum pour OP = x = %

:@ AM:%\/H.

qui vaut V( %

)

27
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6. Trigonométrie

Objectifs et pré-requis

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues
Cercle trigonométrique. » Utiliser le cercle trigonométrique notamment pour :
Radian. — déterminer les cosinus et sinus d’angles associés ;
Mesure d’'un angle orienté, mesure prin- | - résoudre dans R les équations d’'inconnue x :
cipale. CcosXx = cosa et sinx =sina

Corrigés des activités

B AlLapéche
@ a. Périmetre de labobine B: 2w x 1 = 27 = 6,28 dm.

1
Nombre de tours : o = 0,159 tours
ny

b. Nombre de tours: 10 = 1,59 tours
™
50
@ Nombre de tours: 5. =796 tours
ny

O a. 27~6,28dm
b. 2 x k avec k un entier naturel ; Il faut trouver k pour que 45 < 27 x k < 55.
Seule valeur possible pour k est 8. Longueur de fil enroulée : 2 x 8 = 167 = 50,27dm.

2 De remarquables irrationnels!

PARTIE A A

¥
o a. (Ci-contre) «"
b. Hauteur en fonctionde a: a% |
; | .
c. sin30°= 1 ; c0s30° = N3 ; sin60° = N3 ; c0s30° = 1 i:B . 208 ¥
2 2 2 2 t
O a. (Ci-contre) = 2 x
. . 2 ™ *
b. Diagonale en fonctionde a: a7 . M
. V2 ' |
c. sin45°=cos45° = ~— B\
2 C b
iz W&
PARTIE B
O A1;0) B—g; C—z;—2 Dl;é E(0; 1) pl L
2 2 2 2 2 2
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Corrigés des Travaux pratiques

TICE 1 Variation du cosinus et du sinus @

( Catpacer i ponk M
PARTIE A : Construction
d
@ Dans le logiciel, pour faire apparaitre I'abscisse de H et I'ordonnée T "f'l ®= 0E
de K, on peut par exemple faire afficher les équations des droites g % T
(KM) et (HM). i Fig pl aemt Vi
© Les nombres a et b sont respectivement le cosinus et le sinus '-._ J.-'
de I'angle (OA, OM). R s
.
PARTIE B : Observation
o a. Réponse attendue : sur les 1°, 2¢, 3¢ Angle o Angle o .
. . . . a=cosa | b=sina
et 4¢ quarts de cercle, la fonction qui, en degrés | en radians
ala mesure de 'angle (OA,0OM).), associe 0 0,000 1,000 0,000
le nombre a est respectivement décroissante, 30 0,524 0,866 0,500
décroissante, croissante et croissante. 60 1,047 0,500 0,866
b. On peut demander aux éleves 90 1,571 0,000 1,000
de compléter le tableau donné. Mais il est bien 120 2,094 -0,500 0,866
plus rapide pour cette question d’utiliser un 150 2,618 -0,866 0,500
tableur qui permettra de reporter toutes les 180 3,142 -1,000 0,000
mesures d’angle et leur cosinus par copie de 210 3,665 -0,866 -0,500
formule. 240 4,189 -0,500 -0,866
270 4,712 0,000 -1,000
300 5,236 0,500 -0,866
330 5,760 0,866 -0,500
360 6,283 1,000 0,000
C s N
a an fonciion de o
1.5
1,0 . o
0,5 * +
o, + * {
i 1 2 3 4 5 B i
0.5 * .
* L
1.0 -
1,5
\ J
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6 a. Réponse attendue : sur les 1°, 2¢ , 3¢ et 4¢ quarts de cercle, la fonction qui, a la mesure de
I’angle (OA,OM) associe le nombre b, est respectivement croissante, décroissante, décroissante et

croissante.

N
ben fonclion de o
1.5
1.0 = - .
05— *
00 & ! : +
oo 1.0 20 3.0 4.0 5.0 8.0 T
4.5 * *
- -
A0 b S
1.5
L J

Jyi¥r4 Valeurs exactes ou approchées @

PARTIE A

© cos(a- (-a)) = cosa cos(-a) + sina sin(-a) = cosa cosa - sina sina
= cos?a - (1 - cos?a) = 2cos?a-1

. 2a+1 2a+1 2a+1
@ On en déduit que cos? a = %.Donc cosa= «/% oucosa= —, %.

. ™ . m
© D’oi, comme cos 3 ot positif, cos i

\/\/E+2 )

2

PARTIE B

1
n pi/2An cos(n) Avec la formule
1 1,570796327 6,12574E-17 0
2 0,785398163 0,707106781 0,707106781
3 0,392699082 0,923879533 0,923879533
4 0,196349541 0,98078528 0,98078528
5 0,09817477 0,995184727 0,995184727
6 0,049087385 0,998795456 0,998795456
7 0,024543693 0,999698819 0,999698819
8 0,012271846 0,999924702 0,999924702
9 0,006135923 0,999981175 0,999981175
10 0,003067962 0,999995294 0,999995294
11 0,001533981 0,999998823 0,999998823
12 0,00076699 0,999999706 0,999999706
13 0,000383495 0,999999926 0,999999926
14 0,000191748 0,999999982 0,999999982
15 9,58738E-05 0,999999995 0,999999995

© Lla différence de résultat entre les deux méthodes est due aux approximations faites par le tableur

pour les calculs.
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PARTIE C

o

Colonne A Colonne B Colonne C Colonne D
n pi/2An cos(pi/27n) =1-(B1)~r2/2
4 0,196349541 0,98078528 0,980723429
5 0,09817477 0,995184727 0,995180857
6 0,049087385 0,998795456 0,998795214
7 0,024543693 0,999698819 0,999698804
8 0,012271846 0,999924702 0,999924701
9 0,006135923 0,999981175 0,999981175
10 0,003067962 0,999995294 0,999995294
11 0,001533981 0,999998823 0,999998823
12 0,00076699 0,999999706 0,999999706
13 0,000383495 0,999999926 0,999999926
14 0,000191748 0,999999982 0,999999982
© a.etb. Une fonction du second degré semble e ke bt 1n caam B A
adaptée pour modéliser la situation avec un
coefficient négatif devant le terme x2. o
LHU*-*-*__1Hﬁ
[ ﬂxh“h.
=
© b. On remarque que les valeurs des colonnes C |, “‘x\
et D sont presque identiques. 505 - L
s s Oaerst 00000 - 1 M
QO La fonction x+>1 _x? semble donner de |“*] ’
bonnes valeurs approchées de cosx lorsque x est :jrh o 016 a1 nte 0,2 D':-F.)
petit.
Autre mesure 2 (90
PARTIE A

o

et—2,56.

a. Pour les valeurs de a en entrée 0 ; 7 ; 3w et 10, les sorties sont respectivement 0 ; -3,14 ; 3,14

b. Cet algorithme soustrait des multiples de 27 au nombre entré tant que le nombre obtenu est
strictement supérieur a w. Par exemple, I'entrée 7 donne en sortie 7 - 2w = 0,71.

c. Lasortie de I'algorithme pour a = -3 est —3.

a. Il faut ajouter un test :
e Sia>-w alors tant que a >  affecter a a la valeur a — tour
e Sinon tant que a < - affecter a a la valeur a + tour

b. ¥ import des fonctiopm du module math pour
from math imporst *
## Entrée

a=input {"Entrer

#¥ Traitrement
tour=i+pi

tEnciDise A

£ ar-pi
whila a=>pl @
a=a-tour

while ac=-pil 1
ams+tour
## Affichage du résultat
[print "Le résultat vau
.

wtliser la waleor pi)

un nombre réel g @ ")
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PArTIE B
Soit x; et x, deux nombres réels quelconques.

o

Entrée : Les nombres a, x1 et x2

Traitement : Rechercher 1a plus petite mesure de a supérieure ou égale a x1
Vérifier si cette mesure est dans 1’intervalle (sinon il n’y a
pas de solution)
Calculer Tles autres mesures éventuelles

Sortie : Afficher les mesures trouvées

@ Impore dee Conetlona du module math pour utliser la valeur pl))

from math fmport =
(FROGRAM: MESURES )
¥ Entri
a-ln;ua T'rn-rnm In nomnee r&al 8 ;) ??n : t
ey
FF Trait
o ik
1E1
LY gw-pi s ; ik
while a»pi. & H L
a=a=toor tIf A
alem ¢
whils a<s—pi t0ize A
E=g+tOUT EEQi&-EFEIIﬁVH
tEn
## RIffichaga du Tésultat tElnetDi "PRS
EELM "La répultat vauk ¢ "4 ) \[E gﬂLE‘}T&\I":Eh&)
Algorithmique 2 €quation trigonométrique
0 -
Entrée : Le nombre a
Traitement : Si |a| > 1 alors 1’équation n’a pas de solution ; affecter 0 a la
variable N
Si |a] = 1 alors 1’équation a une solution ; affecter 1 a la

variable N
Si |a| < 1 alors 1’équation a deux solutions ; affecter 2 a la
variable N

Sortie : Afficher le nombre de solutions c’est-a-dire la variable N
b.
( N
#¥ import des fonotions do module math
from math import *
#¥ Entrée
a=inpat {"Entrer un nmombre réesl = o1 ")
#¥ Traitement ot affichage di résultat
L2 absia)>E 1
B=0
elas g
ifa==] or o == =1 ) OERAMIERTR I
f=1 : InFut. 'HQ?R"E‘H
alee 1 tIf absiA} 1t The
o= ni@+HiEl=ze
11§ absiAr=l:The
"L &guation com x = *,a, " a ",N,"solutione dans [0 § Z.pl}." ns l3#iElzer23HIE
?SliE:d"H SOL".H
g J '

@ Avecla condition sinx > 0, sur I'intervalle [0 ; 2w[, il 0’y a, pour |g] < 1, qu’une solution qui est donnée
par la touche Arccos de la calculatrice.
Dans le cas a = 1, le systeme n’a pas de solution.
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Entrée : Le nombre a

Traitement Si |a| = 1 alors afficher que 1’équation n’a pas de solution
et sortie : Si |a| < 1 alors afficher le nombre Arccos a
f* ioport dose £ 1 pocale math pour skl A valear pi N\
Erom makh . Lwed
¥ Entrée
Is=inpot ("Sntcer an pombro Tdel &0 T
W Traitement et affichage du réweclitsas
[ abajaj=s=l i
it e dawiwin w7 win x F‘?““"‘”‘E“’”Fﬁﬁ
print "n's pa a3 [0 1 2.pt : =
1ae ) Tt
pELAt “Lie wyutin KY mip &y I]_ TIOW®:Elze
print “a one ecl | T.pi[ qui waut m = °,aco8ia) ‘E:sp Arccos (AD
. J

o Avec la condition sinx < 0, sur I'intervalle [0 ; 2=[, il n'y a, pour |a| < 1, qu'une solution.

A partir de ce que donne la calculatrice (Arccos a), il faut prendre son opposé puis ajouter un tour

pour obtenir la solution dans I'intervalle imposé [0 ; 2|.

Entrée : Le nombre a
Traitement Si |a|] = 1 alors afficher que 1’équation n’a pas de solution
et sortie : Si |a| < 1 alors afficher le nombre 2m - Arccos a

import des fanctioos du oodals math
g BAth legserk ®

## Fntrés
s=input | Entrar un coshes sdel @ ¢ ")

#f Traitexent of sffichage du résultat

P‘?DMHMT EQIR I I}a

S abala)Fel :

zin X s “EI H =

prin: s T "*}E ab5<§%§1DThE
1= peint * i ET als ¥ o0 OLUTION®:El=e

priot °n dsnm (5§ 3.pll gud Faut o+ %, Eepleaconis} EHE?EHE.E_WI::QS

Probleme ouvert 1

Méthode algorithmique

L'angle indiqué est 415 , soit 4°.

Soit M(x ; ¥) un des point ol ’escargot tourne avec z?; OM=a.

La fois suivante, il se trouvera au point M’(x +6 cos(a + 4—1-; ) ;y+6 sin(a + 4—1-; ))

L'algorithme qui permet de trouver la position de 'escargot au bout de 2 heures est le suivant :

Traitement : Affecter 0 a 1a variable sorti (booléen)

Sortie : Affecter 0 a 1a variable x (abscisses successives)
Affecter 0 a la variable y (ordonnées successives)
Affecter 0 a Ta variable « (angles par rapport a vect i)

Répéter 120 fois

e Affecter x+6*cos(a+m/45) a x

o affecter y+6*sin(a+m/45) a y

« affecter o + w/45 a «

« Si |x| > 150 ou |y| > 200 alors affecter 1 a la variable sorti
Si sorti vaut 0 alors afficher « pas sorti » sinon afficher

« sorti »

La mise en ceuvre de I'algorithme permet de voir que I'escargot ne sortira pas en 2 heures, ni d’ailleurs

en plus de temps.
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(f* import dep fancticom oA moduis math pour uflimer Le waleur pi, com, sin )

Foon St Loty e o RN
## Encrse B4 %’
meinput | "Entrer un entier (sapboa 9¢ minutsad ¢ ) ‘:E L
##Iziriallaation it
x=0 3 ¥=0 ; a;mgle=D | portle=0 PIf sba»riSE o
#fparaomires U BEISA T 2 SR P
¥ B cpnbimelises par RLnULs canverklo g2 a/min ni End
1-un-n 26 il
@ todpa en llgua deslte | plsose F
tul?i-l tﬁ
ungle dugsal an toursa f
N\
.
KA Enride
L wntLar e ziniike =i
A Tiemat
=elor | i focuscdlLT] o dowmi)
FLp bS] ED0 ) el e ) EccuRDa (FDO
lafr )3y @ fovewrd ($00) @ laf=iel) g fecward (2000
dofi 300 ¢ fecward (200 0 lefbr@)
Wi g fordsrd (JE05 7 doEni) @ l=Er iS5 ooaloe SRS
#Alptgsiad du teaje
FAm 4 ar Paneinl g
fozward (4}
\ JeTnig| )

Méthode du polygone (de rayon R)
Sur le schéma ci-dessous, I'escargot parcourt les segments successifs [M;M,], [M,M;]..., c6tés d’'un

iy
, — T 45 22m
polygone de centre A. Langle AM,H mesure 5 a5 et M,H = 3cm.
3
=cos ,onaR= = 85,7 cm
45 227
cos——
45
On peut montrer que ce cercle de centre A et de rayon 85,7 ne touche pas les murs.
M;
H
M,
A M
Probléme ouvert 2
Un logiciel de géométrie peut donner le schéma suivant.
e A
1
o M proné dinisrserinn Say denhes U # D01
13T4E3,06, 85
B 1 H
gla n
HEE -2k T ) [] i ) n aes
.
. J

Dans un repere avec comme origine le point A, comme axe des abscisses la droite (AB) et comme
unité le metre, donnons les coordonnées des points Cet D :

C 500cosI ;5005inE et D(500cos 1+2—Tr ; 500sin E+2—Tr .
4 4 4 3 4 3
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En notant M(x; 0) le point d’intersection de droite (DC) avec la droite (AB), on peut écrire, par égalité
des coefficients directeurs des droites (DC) et (CM) :

1000sin[ ™ |- 3000sin[ 117 ~1000sin| ™
4 12 ) 4

1000cos| ™ |-3000cos| 1™ | x—1000cos| ™
4 12 4

1000cos| ™ |- 3000cos| 11T
) 4 12

4
J1000sin ™) 3000sin| 117
4 12

11 faut donc se placer a 37,4 km de A, du c6té de B, ce qui finalement n’est guére possible ! Constater
I'alignement de deux bateaux qui se trouvent a plus de 30km n’est pas possible !

Probleme ouvert 3

* Etude de I'équation (1) cos2a = 2 cosa
Cette formule est vraie pour « quelques » valeurs de a. Ce sont les nombres qui s’écrivent sous la
forme a + 2k et —a + 2k’w avec k et k' deux entiers relatifs quelconques et « = 111,5°.

1-\3

=37 463 m.

On en déduit que: x = IOOOCOS[EJf IOOOSiH(

—Par calcul, on montre que « est solution de 'équation cosa =

o’ 1e3 [ 15 1405 1-43
carcos2a=2cosas{ <X T1=X <:>l YT, oM T T ocosa=
x=cosa l
X =cosa

—ATaide d’un logiciel de géométrie dynamique, on conjecture ces solutions :

4 -2t 1\
epimcer le poird M
2 eat a0hfoet de (8 orggue MY2 coad | 0 et KYceal | D supempasds
- & a8
|
p, b
i N b h
I e U T MR
Hl) /! N}u e Y
I s A | z
L / |
\ i !
\ o
N ;
Mo -
Sy
|\ J
¢ Etude de Iéquation (2) sin2a = 2 sina s W N
Cette formule est vraie pour « quelques » poim
valeurs de a. Ce sont les nombres qui s’écri- uﬂ“ﬁlﬁ:ﬁ"ﬂm Kbt WA S S W e B ot
vent sous la forme kw avec k entier relatif M}_,..--"' P
quelconque. TN ™
— En admettant la formule sin2a =2 sina cosa, ‘x\ L ,
/ B ;
. ) Lo | o |
par calcul, on résout I'équation : I / k o I
. . . . Tl e 5
sin2a=2sina <2sina (cosa-1) =0 < sina=0 & j?'-' ! i
\ = |
oucosa=1lea=km. X ! I
X . s . 2 2 . LY .I £
— A laide d’'un logiciel de géométrie dyna- . ! Wi
. . . ." s
mique, on conjecture ces solutions : e
. i J
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Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 346.

Exercices d’application

naa_30'rr_1_ B'E' _3m
“TTe0 "6 P73 YT
75 5w 17m ™
a= — = —; =—; vy=—
180 12 18 180
Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 345.
Lal” b. - T
4 6
49w d. 147w
6
2. a.=171,9° b. =143,5°
c. —630° d. 36°
~.m ™ 5w
a. mesuredeC: — - — = —
2 12 12

b.

|
AN

N

Un angle de g s’obtient en tracant un triangle

équilatéral de coté AB. Pour tracer I'angle de % ,

il suffit de tracer une bissectrice, puis une
deuxieme bissectrice.

L'angle droit s’obtient en tracant B’ le symétrique de
B par rapport a A, puis la médiatrice de (B’B).

Il a. Mesure en radians de I'angle Aim-2
b. Angle A=65,4°; angle B = angle C=57,3°

C.
C
/4\
A B

I Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 345.

E -

A

(E,ﬁ):—g;(ﬁ,ﬁé):—g;(ﬁé,ﬁ):g;

(ﬁ,ﬁé):g;(ﬁﬁ,ﬁh——
| 8 a.ﬂ;—ﬂ;—z—ﬂ. b.—2—ﬁrr,*rr,—E
6’ 2 3 3 3
nz.aﬂ,z—ﬂ;s—ﬂ,w bo;-—; %, %, T
37 6 6 6 6 3
T T
Cc— ,——.
3’ 3
[ 10 e
M3M2
1 Ms
M4
MS
1/A
b. w; ,E,s—Tr:O.E
4 3
[ 11 JEWEY b.0
c. = d. _2m
4 3
e. 100-327 f. —25+8m
Ba-~_-"_3"_>
2 2 2 2
_m _3m _Im
27 2 2
b. 4

Osg+2k¢rs8w«:—%s2k

1
sg—E@—O,ZSsk<3.75.

Comme k entier, il existe donc 4 mesures différentes
pour kvalant0, 1,2 ou3:
m  S5m 97 137w

272 727 2
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b.16 c. 16.

E a1

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 345.

E3 s,-3BABD) @

S,=(DC, DA) + (DA, CA) + (AC, DA) + (DA, AD)
= (DC, DA) + (AC, DA) + (DA, CA) +
=(DC,DA) (2m)

Sy = (BD, BA) + (DA, BC) + (AB, BA) + (BA, AD)
= (BD,AD) + (DA, BC) + m
= (BD, AD) + (DA, AD) + (AD, BC) + =
=(BD,BC) (@m).

3 @D, AB) + (BA, BC) + (CB, CD) + (DC, DA)

= (AD, AB) + (BA,AB) + (AB, BC) + (CB, CD)

+(DC, CD) + (CD, DA) = (AD, BC) + (CB, DA) + 2w
= (AD, BC) + (CB, BC) + (BC, DA) = (AD, DA) +
=0 2m

al b. - 27
2 3
[ d. 2m
3
T £ -
12 6
m L LI
—= 5 Ty ST
24 2
19 JIEY (ﬁ,ﬁ):% (OA, 0G) = =X
b. (01, 0A)=-T= OF, on =2
( ) 7 ( J) 1
- = T
0L, 0))= —
( J) 6
a. Parl’absurde.
En supposant que (Kﬁ, E):(ﬁx, Eé): g ,ona:

(AC, AB) = (AC, AB) + (AB, BA) + (BA, BC) =
T ia+ T o= m2kn
3 3
Donc les points B, A et C sont alignés dans cet ordre.

Donc (ﬁ, A73) # g .

b. Démonstration par I’absurde similaire :
(AC, AB) = (AC, AB) + (AB, BA) + (BA, BC) =—a+m+a
=m+2km

b. (CB, AB) = (CB, BC) + (BC, BA) + (BA, AB)

=T 12km
4
(AD, CD) = (AD, DA) + (DA, DC) + (DC, CD)
=T 2km
6
c. Immédiat par la relation de Chasles.
d (CB,CD)=-T - T - T 9T __ 3T ok
4 3 6 12 4

152 6. TRIGONOMETRIE

EF] 1. et2.
D
C
A B
F E

3. a. (CB, CD)

= CB,BC) + (BC, BA) + (BA, AB) + AB, AD) + (AD, DA)

+(ﬁ,ﬁé)+(ﬁl,c—ﬁ):w+g + T+ %+TI’
™ 51 3

+— +m=— ou-—

) 1 1 (+2km)

b. de la méme maniere (ﬁB, EF) = %ﬂ .

Traduction

= Le coté d'un octogone régulier mesure 12m.
Déterminer le rayon de son cercle inscrit ainsi
que le rayon de son cercle circonscrit.

Résolution

Dans le triangle OAC, @i, &) = % et AC = 6m.

sin — = % donc OA le rayon du cercle circonscrit

=~ 15,68m.

cos — = oc donc OC le rayon du cercle inscrit
8 OA

T
X cos — = 14,49m
. 8
sin—
8

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 345.

a. ABC est rectangle en A (:)(A_ﬁ, A_)C) =

— ou
(FB,TC):-% & cos(AB, AC) = 0.

b. ABC est rectangle en A < (A_)B, E) = — ou
(Kﬁ, TC) = —g = sin(ﬁ%, TC) = -1 ou

sin (AB, AC) = 1 |sin (AB, AC)| = 1.

Dans un plan orienté muni d'un repere ortho-
normé, ABC est un triangle quelconque non aplati.
Base x Hauteur

a. Laire est égale a 5



@)

@)

H A B

AH=AC x sinA= AC x [sin (AB, AC)|.

Dans le cas ou le point H ne se trouve pas sur la
demi-droite [AB), il faut remarquer que les angles
(rB, Xé) et (TC, A4>H ), qui sont correspondants, ont
méme sinus.

Donc l’aire vaut %AB x AC x |sin (TB, Xé)|.
b. % BA x BC x |sin (BA, BC)|
et % CA x CB x |sin (CA, CB)|.

c. En divisant I'égalité AB x AC x [sin (Xﬁ, HZN
= BA x BC x |sin (BA, BC)| = CA x CB x |sin (CA, CB)|
par AB x BC x AC, on obtient :

‘sin(ﬁ%,fca‘ ~ ‘sin(]?/i,]?C)‘ ~ ’sin(a,CTB)

BC - AC - AB

l.a. @ b. 0

V3

2
2. a.AK = a;/_ t OK = i (Théoreme de Pytha-
gore).
b. sinKOA. = é

J7

3. 40,89° ou 0,71 rad

a ([OR =", (0B =17, ({00 =10,
*> 3
i, 0D ) (4, 20"
(i ) = (i, 0 20
1311
b. A(3\/§ ;3\/5),B<6cos— 6 sin >0 ),

C(Gcos(—g—q-r ) 6 sin| ( 19w )),

20 20

D6cos—lﬂ ;6sin—& )
20 20

E(G cos(—g—ﬂ) 6s 1n<
20

w )

c. A(4,24; 4,24), B(-2,72 ; 5,35), C(-5,93 ; -0,94),
D(-0,94;-5,93), E(5,35; -2,72).

2. a.
A
BIE
1
EO
1/A
OA. OF 0 o i E o
ek ) 6 4 3 2
o V3| V2 1
A, OE 1 — — . 0
cos (OA, OE) 2 2 5
e 1 2| B
i 0 - Ne o) X2 1
sin (OA, OE) ) 2 2
b.
1A
ohop | = | & | @
(0, OF) 3 4 6 m
N 1 V2 V3
—— N - -1
cos (OA, OE) > 2 2
. J3 V2 1
i A, OE — — - 0
sin (OA, OE) 9 9 5
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NG 11w
(0A, OE) e 2m

N I B
—— — 1

cos (OA, OE) 2 2
Py g _l _l 0

sin (OA, OF) 5 5

E] A=0;B=1

I'Eme’thode::cos(3—’”+EfE ) =0

2 3 3
2¢ méthode : = cosu—ﬂn-cosﬂ+sinll—ws.inE
12 3 12 3
$ 11 3
—X—+=—X-———=0
2 2 2 2
a. 2cosx b. 2sinx
Cc. 2cosx d. 0

El a x- T ¢ 2kmoux= 3w + 2k'm
4 4
b. x= = 4 2kmoux=-2 +2k'm
4 4
™ 5 5
C. x:E+2kwoux:?+2k¢r

d. x= 5%T+2k~n-oux: %T +2k'w

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.
5w

EH ao="car:
6

. 5 . (@™ bm . 7 . bm
sin a =cos — =sin| — - — |=sin—— =sin—
3 2 3 6

b. x= 5%T+2k-rroux: % +2k'w

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

154 « 6. TRIGONOMETRIE

2 2 2 2
E] a x=-Z 4 k=T oux= T 4D

\J

15 5 15 5
b.
A
B|M,
1 M,
Mg
M3
M,
1A
Mg
M;
™ 2T 3 2T
m a. a=—— +k—oua=-—
10 5 10 5
™ ™
ouencorea=—-—+k—
10 5
b.




a. a=-2,41+ 2km ou o = -0,72 + 2k’m donc
dans l'intervalle ] ; 377[ [la solution est o = 3,87.
b. a=-2,29+ 2kmoua=-0,84 + 2k'm donc dans I'in-

tervalle | 37“ ; 2m[ la solution est o = 5,43.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

a 2u’+u-1=0su=-1louu=0,5.
u=sinx

b. 2sin’x+sinx-1=0&
2u* +u—-1=0

u=sinx

3. 2sin?x+sinx-1=0¢&
u=-1

u=sinx
ou

< sinx=-1ousinx=0,5
u=-0,

ox=-2 y2kroux= = +2k'w
5
oux:%-r + 2k'm.

1
4cos’t-1<0&cos’ts 7 <-0,5<cost<0,5

2 om w 2w
exel-—; ;-2 1ulL /1
3 3 373

(se servir du cercle trigonométrique)

a. x*+2sina+1=cos?a

o x?=-2sina-1+cos?a

& x?=-sin%a - 2sin a < x*=-sina (sina + 2)
Sisina > 0, ’équation n’a pas de solution.
Sisina = 0, I'’équation a une solution x = 0.
Sisina < 0, ’équation a deux solutions :

\/—sina(2+sina) et —\/—sina(2+sina) .

m m
b..XTCOSd:.XTCOSE@XCOSd—COSE =0.

Sia= % +2kmoua= —g +2kw, 1'équation a comme

solution I'’ensemble des nombres réels.

Sinon, I’équation n’a qu'une solution : x = 0.

c. xsin®a=2y1-cos®a—xcos’asina

& xsina = 2|sin a|

Sisina > 0,'équation n’a qu’'une solution : x = 2.
Sisina =0, 'équation a comme solution 'ensemble
des nombres réels.

Sisina <0, 'équation n’a qu’'une solution : x=-2.

Raisonnement logique

a. VRAI, coefficient de proportionnalité 180
m

b. VRAI car il est sous entendu qu'’il s’agit de radian
et sin90 = 0,89.
Si on considere sin90° c’est bien str faux .

c. FAUX.

Contre-exemple : (1u, —v) = (4, v) + 7™ + 2k

d. VRA]J, relation de Chasles: (i, v) + (v,u) = 2k.

e. FAUX, relation de Chasles :

(BA,BC) + (CB,CA) = (BA,BC) + (CB,BC) + (BC,CA)
= (BA, CA) + m + 2km.

f. FAUX. Contre-exemple : sin E =cos E .

g. VRAL Cours sur les angles associés x et x + .

h. VRAL sinx ne peut étre égal a un nombre supé-

rieural (2 + sin % = 3,7).
i. VRAI, les solutions de « sinx = 5 » sont :
X= g +2kwou x= %T + 2k'm.

Sur l'intervalle [0 ; 2], il y a 2 solutions.
Sur l'intervalle [0 ; 4], il y a 4 solutions.

Sur l'intervalle [0 ; 123456788 ], il y a 123456788

solutions.

Sur l'intervalle [0 ; 123456788 ], il y a 123456789
2Xm+—

solutions. 6

19 a. Sia =0 alors I'équation admet exactement
une solution (x = 0) sur l'intervalle.

a = 0 est donc une condition suffisante

b. a= km estune condition nécessaire (voir la ques-
tion c¢.) mais également toute condition sur a qui

. k .
soit plus « grande ». Par exemple a = 71-: , k entier

relatif est également une condition nécessaire car
. . k . .
{kmw, k entier relatif} c { 7“ , k entier relatif}.

c. Ilfaut et suffit que cosa =1 ou cosa =-1 c’est-a-
dire a = k, k relatif quelconque.

X en radian est proche d’'un demi-tour et X en
degré est proche de zéro. Donc leurs sinus sont tres
proches de zéro (0,0013 et 0,0054).

. . 180 x
On peut remarquer que si on choisit ¥ = T

m+180"°

leurs sinus en degré et en radian sont égaux car la
Y X
180

conversion de Y de degré en radian vaut Z =
etY+Z=m.
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Oui c’est un dodécagone régulier car les angles
peuvent étre calculés dans le repere (O, G&, Eé).
Chacun des sommets M; non situé sur les axes a une
des coordonnées qui vaut 0,5 ou —0,5. Le sinus ou le
cosinus de ’angle (ﬁ,ﬁ;{i) vaut donc 0,5 ou-0,5.

Restitution des connaissances

(AB, AC) + (CA, CB) = (AB, AC) + (CA, AC)
+ (AC, BC) + (BC, CB) = (AB, BC) + m + m + 2k
= (AB, BO) + 2k'm.

H1 sinZo + sin2g = sin? o + sin? ( g - a)

= sina + cos?a = 1.
Les solutions de 1'équation trigonométrique
d’inconnue x, cosx = cosa,
sont a + 2km et — a + 2km.
Recherchons k tel que a + 2k supérieur ou égal a
100.

a+2kn =100 k= 1004

11 suffit de choisir k un entier relatif supérieur ou
100-a

égala pour trouver une solution supérieure

a 100.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 346.

Préet pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 346.

Problémes

Si N1 est le nombre de tour faits pendant le
trajet par la roue arriere, la distance parcourue par
cette roue vaut : N1 x 27 x 0,7 en metres

Si N2 est le nombre de tour faits pendant le trajet par
la roue arriere, la distance parcourue par cette roue
vaut : N2 x 27 x 0,6 = (N1 + 70) x 27 x 0,6 en metres.
Donc N1 x 27 x 0,7 = (N1+70) x 27 x 0,6.

Donc N1 = 420 et le trajet parcouru 420 x 2w x 0,7

=588 m=1847,26 m

(%] Traduction

S ala trajectoire d’'une autoroute suit un arc de
cercle mesurant 200 metres.

Quel est le rayon de cet arc si son angle au centre
mesure 2 radians ?

b. Une roue de rayon 2 pieds avance de 3 pieds en
roulant. De combien de radians tourne-t-elle ?
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Résolution
a. L=Ra;ici200=2R donc le rayon vaut 100m
b. L=Ra;ici3 =2a donc’angle « vaut 1,5 rad.

Soit R = OA le rayon en cm.
Le périmetre du cercle de rayon OA permet d’écrire

6R+6=2wR donc R= ZL =~ 21,2 cm.
Aire de la partie bleue :
6xmRix —— = 3= 108 1346,74 cm?
2m (27 —6)*
Aire de la partie violette :
3 —
mRe12- 08 _Am Z108 4049
@2m-6)?  (2m-6)?
Rapport: ———— =6,74
47 -108
l.a.2w b. 2w x 44 = 22_17
12 3
¢. L=Ra= 2sz w 26X254% 60 2em=7,607m
2. a=2mwX 2 = H
32 8
L=Ra= HT“ x ZGX—;’M ~142,6cm = 1,426 m
3. a.

12 | 14 | 16 | 18 | 21 | 26 | 32
221380 3,26 285254217 |1,76 | 1,43
321|553 | 4,74 | 4,15 | 3,69 | 3,16 | 2,55 | 2,07
44 | 7,61 | 6,52 | 5,71 | 5,07 | 4,35 | 3,51 | 2,85

b. Oui les réglages 12 x 22, 18 x 32, 26 x 44
ou 12x32,16x44 ou2l x 22,32 x 32
donnent des vitesses similaires.

4. Réglage 44 avant 12 arriere :

d _0,007607

=—=—"—"—""—— =27,4km/h.
t 1/3600
Réglage 22 avant 32 arriére :
4
V= g = 70,001 26 z5,l km/h.
t 1/3600

m o

1. a.Altitude Al : 29000 x sin%ﬂ ~ 9918 m.

Altitude A2 : 10000 x sin ?—Z ~ 9659 m.

Différence altitude : 259 m : la norme de sécurité
n’est pas respectée.

b. Altitude A1:11300 x sinl = 9509 m. Altitude A2 :
14200 x sin2,5 = 8498 m.

Différence altitude : 1011 m : la norme de sécurité
....n"est pas respectée car 'altitude de A2 est trop
basse !



2. a.Entrer les données

Calculer les deux altitudes ainsi que leur différence.
Si la différence est supérieure a 304 et chaque alti-
tude comprise entre 8840 et 12500, afficher que la
norme de sécurité est respectée, sinon afficher le
probléeme qui se pose.

b.

(i = - )
. J
1. a.B(2;2+3)

b. Si M(xy ; ym) et Nxy 5 yn) sont deux points
successifs tels que (], ) = «, les coordonnées du

e

vecteur MN sont ( ”uH cos( % +0L> 5 Il

- w
Donc xy = xp+ ||u|| cos B +a

etyn=Ym+ HQH sin( E +a) .

L'algorithme est le suivant :

* Entrer les 4 nombres suivants : Xy, Yy H H et a

e Calculer xy et yy

« Afficher le résultat.

c. C(-3;243)

D(-3+3v2);23 +312).

2. a.ll suffit d’ajouter a I'algorithme précédent une
variable S, initialisée a 0, qui somme les distances

données par la formule \/(xN —x, )+ (Vy — )

b.
e N
U - Y,

m o

1. DE semble égal a 10.
2. a. AE = Al par égalité des triangles AEB et AIB.

2
b. AC= — AL
V3
c. AD= i Q Al = ﬁAI.
\/5 2 3
3. a.
( N\
3L
Ly ’ e
) gl e
5 :
\ ] J

b. A(0;0) etlI(a;O0).
c.

(AL, AE) = (AL, AB)+ (AB, AB) =—— - = = -7
6 6 3
(AI AD) = (AI AC)+ (AC AD) =T I S
6 4 12
d. AE=a; AD = @a.
e. E ﬂ; —éa ;
2 2
J6 5w 6 57
Dla—cos—;a— —
3 12 3 12
f. ED=10,08.
g. Edouard n’avait pas raison.
4. a.
(1 )
I. E .I. x )

b. Edouard n’avait effectivement pas raison ; un
encadrement de /3 permet de prouver que :
ED # 10.
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3] Démonstration de la relation de Chasles 4. Lalgorithme en question 2 n’est pas unique car
1. on aurait pu tourner a gauche tout le temps.
1 y | h L'algorithme en question 3 n’est pas unique car on
1p* peut décrire les 6 triangles dans un ordre différent.
5.
N )
]
/fl_* —_H"*. 1|I|l'
i
LA o
p/ \ it
+ ] __,A } = Lyht [180° 75
\ o I_. . & FEET O
| ¥ swmicul lomgueur eccebn
aslTiggunTainiaili 13
Ej‘\“-._\__,_,-ﬂ’/ fov 4 cangm [11] =
|.'.|I Eczancd |ai
EankE Cis- 16
_ ! _J ¥ Prtuur m nit
. P PR
2. a. (OM, OP) = p—m + 2km. e
b. (O, ON) = n—p+ 2k,. et o
. daun| |
(OM, ON) = n-m + 2kym. - —
c. (OM, OP) + (OP, ON) = p—m + 2k, + n—p + 2k,m Mbaalid
=n-m+2kgm g et
) = (OM, ON) + 2k ool
F \ :2:\,:'1' 1175 :
‘ o o
(. J
1. Dans le triangle AOB : S
o . Ed 1. a (0A; OB) = = (0B;0C) = .
a. Angle AOB = 5 b. T
AB b. (BC;BO) = g .
c. sin—~ = —2 donc AB = 2a.sin— . > 2@ [ -
12 a 12 c. (BC;BG) = — (GB;GE) = —
2. ¢ Avancer de 10 cm . _,3 . . 2 Y
7 (BC;GE)= (BC ; BG) + (BG ; GB) + (GB ; GE)
e Tourner a droite de T radians 2 o 13w
= — 47+ - = ——
¢ Faire 12 fois 3 2 6
- avancer de 5,18 cm - Mesure principale % .
— tourner a droite de — radians.
6 2. a.b. p . N
Eventuellement pour revenir au centre : i
e tourner a droite de ?—; radians
e avancer de 10 cm.
e tourner a droite de w radians
3
e Faire 6 fois i
— avancer de 10 cm
N . " .
— tourner a droite de — radians
— avancer de 5,18 cm i
- tourner a droite de im radians ] o |
— avancer de 10 cm 1 0 -
s . 5m . N e
— tourner a droite de ry radians. i
A J
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c. Longueur BC : g

d. Pas forcement, car le choix pour les points B’ et
C’ n’est pas unique.

3. a12x ™R _4p
6
wR? ™
b. )
6 6 3
h 5 B
C. aAaX —=axa — = —
2 2 4
d. 12><<%—73>: 2m—343 =1,09.

1. b. L'aire semble maximale lorsque B se trouve
aux points d’intersection du cercle et de la 1™ et 2¢
bissectrice.

V2

2
3. a. Périmetre :
2(R|cosx| + R|sinx|) = 2R(|cosx| + |sinx])

b. Comme R est une constante et que dans le

premier quadrant sinx et cosx sont positifs, I'aire
est maximale lorsque sinx + cosx est maximal,

m w . . w
2. cosfx — Z = COSX cos Z + SInx sin Z

(sinx + cosx). Donc sinx + cosx = \/5 cos|x -

!

, < s .
c’est-a-dire cos|{x - " maximal.

ccoslx- T lleoxr T —2knox="T +2kn
4 4 4

Ce qui revient dans le premier quadrant a x = E .

d. Par symétrie on obtient les 4 positions pour B :

LN S
4 2
4. a.Dans le 1°* quadrant.

Périmetre OABC = 2R < 2R(cosx + sinx) = 2R
& cosx+sinx=1

b. cosx+sinx=1< \/Ecos(x— % >:1

w TI'
< Cos{x— — | =cCoS

S x=2kmoux= g +2k'm

Deux solutions sur l'intervalle [0 ; g ]:0et % .

c. D’apres les deux questions précédentes, le péri-
metre vaut 2R lorsque le point B se trouve sur les
axes (rectangles aplatis) .

5. Sur le premier quadrant.

Périmetre OABC = \/g R < cosx +sinx = @

oux- 2 = T ok x= om +2km
4 6 12

oux= = +2k'm.
12
Ce qui, dans le premier quadrant, donne 2 solu-

. "IT 5t
tions:x= — oux= —.
12 12

w08
PARTIE A
1. a. Distance parcourue par M :

(2mR) X x = 2mxR
b. Distance parcourue par M’ : (2wR) x x" = 2wx'R
est égale par hypothese a 2mxR
c. 2mxR est une mesure de (@\ ; W).
2mx’'R’ est une mesure de @\” ; W').
2. a.2wxR = 2kRw car x est a ce moment un entier
(x = k). De méme pour 2wx'R’ = 2k'R'w
b. Comme 2kRw = 2k’'R'w, on en déduit qu’il existe
deux entiers k et k’tels que : kR= k'R
3. Réciproquement si kR = k'R’, il suffit de choisir
x = k et x’= k’ pour que les deux points M et M’ se
trouvent en A et A.
Remarque : les valeurs k et k’ ne donnent pas forcé-
ment la « premiére » fois ou les deux points M et M’
sont a nouveau en A et A.

’

PARTIE B

a. 10k =5k k=1 etk’ =2 convient et c’est bien la
premiere fois car le disque 1 n’a fait qu'un tour.

b. 12k=18k’: k=3 et k’=2 convient et c’est bien la
premiere fois car lorsque M’ était la premiere fois en
A, M était diamétralement opposé a A.

c. k=-2k": impossible car J2 ne peut étre égal a
un rationnel.

PARTIE C
On a cette fois-ci encore : 2wxR = 2wx’R’, mais par

contre 2<k— i )RTI’ =2k'R'm.

Ce qui donne :
_1 x12=k'x 18 © 2k-3k’= l
4 2
Ceci est impossible car k et k’sont des entiers.
Donc les points M et M’ ne peuvent pas se retrouver

enAetA.
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7. Produit scalaire

Objectifs et pré-requis

Ce chapitre est 'occasion de réinvestir les notions de vecteurs et d’équations de droites vues dans
le chapitre 5. Son objectif est d’étudier le produit scalaire de deux vecteurs : suivant le contexte de
I'exercice, on sera amené a utiliser 'une ou I'autre des 4 expressions différentes de ce nombre.

On verra son apport dans la détermination de l'orthogonalité, son utilité dans la démonstra-
tion de certains théorémes, dans la recherche de lieux de points, dans les calculs d’angles et de

distances, dans 'expression d’équations cartésiennes de droites ou de cercles et dans les formules

trigonométriques.

On trouvera également dans ce chapitre I’'occasion de proposer aux éleves des activités mettant en
ceuvre des démarches algorithmiques et de les encourager a manipuler différents logiciels (de type
géométrie dynamique) afin de proposer des conjectures lors des problemes ouverts par exemple.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n°9 du 30 septembre 2010)

Contenus

Capacités attendues

Définition, propriétés.

Vecteur normal a une droite.
Application du produit scalaire :
calculs d’angles et de longueurs ;
formules d’addition et de duplication
des cosinus et sinus.

e Calculer le produit scalaire pas différentes méthodes :

- projection orthogonale ;

—analytiquement ;

—al’aide des normes et d'un angle ;

—al’aide des normes.

* Choisir la méthode la plus adaptée en vue de la résolution
d’un probleme.

* Déterminer une équation cartésienne de droite connais-
sant un point et un vecteur normal.

¢ Déterminer un vecteur normal a une droite définie par
une équation cartésienne.

Déterminer une équation de cercle défini par son centre et
son rayon ou par son diametre.

Démontrer que :

cos(a-b) = cosa cosb + sina sinb

Corrigés des activités

A la découverte du produit scalaire (1)

O a

D,

DD,

b. Le point et son projeté sont confondus.
c. Oui, tous les points situés sur la droite perpendiculaire a (BD) passant par A,.
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@ a. A=B’etona:AB <AB.
b. AB=AB'".
c. AB’<AB.
d. AB’ <AB.

© a.cet b

C

c. IIs sont tous égaux.
d. Indépendance du représentant de u choisi et indépendance de la droite choisie (fixant une
direction).

20 Ala découverte du produit scalaire (2)
@ a. Trigonométrie dans le triangle rectangle ACH :
J— AH — AH
cos(BAC) = — donc AB x AC x cos(BAC) =ABxACx — =ABxAH.
AC AC
b. Trigonométrie dans le triangle rectangle ACH :

—_— AH — J—
cos(HAC) = aC or : BAC = m - HAC et cos(m—x) = —cos(x)

donc AB x AC x cos(BAC) :ABxACx—cosﬁ:ABxACx(—% ):—ABxAH.

c. Lorsquel'angle BAC est droit, son cosinus vaut 0 et le nombre AB x AC x cosBAC = 0.

@ Dans le triangle rectangle AKB, on a : cosBAC = % .

Dans le triangle rectangle ACH : cosBAC = % donne AH = AC x cos(§A\C).

AB x AH = AB x AC x cosBAC = AB x AC x % =AC x AK.
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Corrigés des Travaux pratiques

YIS Visualiser toutes les expressions du produit scalaire @

PARTIE A
Pour une correction avec les éleves, le fichier fourni sur le CD permet a 'aide de GeoGebra de
montrer comment ont été établies les différentes conjectures.

PARTIE B

© b. Leréel u.valair de valoir 0 lorsque les vecteurs sont orthogonaux.

\ S Tk J

Il a I’air d’étre facile a calculer lorsque les vecteurs u et v sont colinéaires.

© b. Le nombre 40 correspond au produit des normes des deux vecteurs uetw.

Jyi¥:ta Lieu de points : le rectangle animé @

@ Pour une correction avec les éleves, le fichier fourni permet a I'aide de Geogebra de montrer comment
ont été établies les différentes conjectures.

@ a. M semble circuler sur un cercle.

L : ) § y,

b. Le centre du cercle sur lequel se déplace M semble étre I, milieu du segment [OA].
c. Leréel s semble étre égal au carré du rayon R du cercle 6.

0 a
* ABD est un triangle rectangle en A donc son cercle circonscrit a pour centre le milieu de I’hypoté-
nuse [DB], a savoir M. On a donc : MA = MB = MD.
* De plus, OBD est un triangle isoceéle en O (OB = OD).
Donc, la médiane issue de O est aussi la hauteur issue de O et le triangle MOB est par conséquent
rectangle en M. En utilisant le théoréme de Pythagore, on obtient : MO? + MB? = OB? = R,
* En conclusion : s = MO? + MA? = MO? + MB? = R%.
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b. Démonstration a I’aide du produit scalaire d'une des formules dites « théoreme de la médiane ».
®_on
2

c. MI= = constante. (Comme A est a l'intérieur du cercle %€, le nombre 2R — QA2 est

positif). 2 OA?
M est donc bien situé sur le cercle de centre I et de rayon CIER

W[HFEM €tude lignes de niveau @

Pour une correction avec les éléves, les fichiers fournis sur le CD permettent a I’aide de Geogebra de
montrer comment on a construit les différentes lignes de niveau.

PARTIE A

o *Si k<0, £, est!'ensemble vide.
*Sik=0, %, estle segment [AB].
*Si k>0, %, estlaforme géométrique constituée de
deux demi-cercles et de deux segments.

( 1

J

@ ¢ Sik<0, %, est'ensemble vide. 4

*Si k=0, %, estla droite (AB).

L'aire d’'un triangle est égale a w . RE L

Ici, la base [AB] étant une constante, il faut que le

1, B
sommet correspondant M se trouve a une distance 2=
2><aire Brn AR =11 %

constante (égale a ) de la droite (AB). Ce

qui explique pourquoi les lignes de niveau £, (avec

k > 0) sont la réunion de deux droites paralleles a |i.,

(AB), symétriques par rapport a (AB). - J

PARTIE B
o e N

]

g J

Lorsque k vaut 0, la condition obtenue se traduit en « les deux vecteurs sont orthogonaux » et on
reconnait le cercle de diametre [AB].
On conjecture que &£_;; et £, sont des cercles de centre I, milieu de [AB].
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@ Apres calculs, on obtient un résultat permettant de décrire les lignes de niveaux &, :

2 2
MI? =k + AB 0

* Si k <-25, & est]'ensemble vide.

. . 1 .
ce qui donne ici MI? = k + e soit MI? = k + 25.

* Si k=-25, &, est réduit a un unique point : I le milieu de [AB].

*Si k> -25, %, estle cercle de centre I et de rayon vk +25 .

PartIE C

Lorsque k vaut 0, la condition obtenue se
traduit en « les deux vecteurs sont orthogo-
naux » et on reconnait la droite passant par A
orthogonale a .

£y, 46 et 5, semblent étre des droites
orthogonales a u.

-

u
Dans un repére orthonormé (A ; ﬂ ,j) ol
u

M a pour coordonnées (x ; y) et E pour coor-
données (||u|| ; 0), la condition AM.u = k

. - k
devient: x x ||u|]| + yx 0 = koux= —— donc x = constante.

ull

s

-

L1?

Les lignes de niveau £, sont des droites orthogonales a I’axe des abscisses (ici, dirigé par ) d’équa-

. k
tionx= ——.
Il 2l

Algorithmique 1 Test sur I’orthogonalité de deux vecteurs @

€@ Lanotation «'» pose probleme car, dans le langage Python, on écrit les chaines de caractéres entre

deux symboles «'».

On a donc choisi de noter le couple (x; y) par (x1; yl) etle couple (x; y’) par (x2; y2).

© Les deux erreurs qui se sont glissées dans I'algorithme de Louise écrit en Python sont :

ps = x1*x2 — y1*y2 doit étre remplacé par ps = x1*x2 + yl*y2

if ps = 0 : doit étre remplacé par if ps==0:

(faire la différence entre = qui affecte une valeur et == qui vérifie une égalité)

© Pour donner la norme des deux vecteurs, I'algorithme doit s'écrire :

frift
print

rROrmel
 BGTmEd
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Algorithmique 2 Donner une équation cartésienne de droite connaissant
un point et un vecteur normal

(Entrée : Afficher « Le point A a pour abscisse : » )
Demander Xx,
Afficher « Le point A a pour ordonnée : »
Demander y,

Afficher « Le vecteur © a pour abscisse : »
Demander X,

Afficher « Le vecteur n a pour ordonnée : »
Demander vy,

Traitement : Affecter a la variable a la valeur x,
Affecter a la variable b la valeur y,
Affecter a la variable ¢ la valeur -a*x,-b*y,

Sortie : Afficher « une équation cartésienne de la droite passant par A et
—
|\ de vecteur normal n est : »,a, « *x + »,b, « *yv + »,c, « =0 » _J

Algorithmique 3 Test sur la nature d’un quadrilatére @

@ Limage sur le CD peut étre projetée aux éleves.

colinéarité
de 2 vecteurs

égalité
de 2 vecteurs

quadrilatere trapeze parallelogramme
quelconque
H

rectangle

orthogonalité de 2 vecteurs
diagonajeg carré
Perpendiculajres
losange

Les propriétés traduisibles vectoriellement qui caractérisent chaque niveau :

o test analytique de colinéarité de deux vecteurs : xy’ —x’y =0;

e égalité de deux vecteurs par I'égalité de leurs coordonnées: x=x"ety=y’;

¢ orthogonalité de deux vecteurs grace a I’expression analytique du produit scalaire : xx’ + yy’ = 0.

e Lors de l'initialisation, on introduit dans les listes X et Y les abscisses et les ordonnées respectives
des vecteurs ﬁ, E, ﬁ, ﬁi BD et CD. Ainsi, le vecteur AB aura pour coordonnées (X(1) ; Y(1)), ..
le vecteur CD aura pour coordonnées (X(6) ; Y(6)).
Les variables C1, C2, O1 et O2 servent a déterminer.
C1 est le test analytique de colinéarité des deux vecteurs AB et CD.
C2 est le test analytique de colinéarité des deux vecteurs AD et BC.
01 est I'expression analytique du produit scalaire des deux vecteurs AB et AD.
02 est 'expression analytique du produit scalaire des deux vecteurs AC et BD.
Si C1 (respectivement C2) vaut 0, les deux vecteurs sont colinéaires.
Si O1 (respectivement O2) vaut 0, les deux vecteurs sont orthogonaux.

.
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€ Pour éviter le cas oi le quadrilatére est aplati

Faire un test vérifiant que C n’est pas aligné avec A et B,

et un test vérifiant que D n’est ni sur (AB), ni sur (BC) :

Affecter a la variable C00 la valeur X(1)*Y(2) - X(2)*Y(1) {test colinéarité de AB
et AC }

Affecter a la variable CO1 la valeur X(1)*Y(3) - X(3)*Y(1) {test colinéarité de AB
et AD }

Affecter a la variable C02 Ta valeur X(4)*Y(5) - X(5)*Y(4) {test colinéarité de BC
et BD }

Affecter a la variable C1 .. C2 .. 01 .. 02 ..

Si CO0 = 0 ou CO1 = 0 ou CO2 =0

alors afficher « ABCD n’est pas un quadrilatére »
sinon Si Cl= C2= 01= 02= 0
alors ..

Pour le cas oit le quadrilatére est croisé : le fichier sur GeoGebra inséré dans le CD permet de montrer
les deux zones du plan qui correspondent a ABCD quadrilatere croisé (déplacer le point D al’aide du
curseur dans les sept différentes zones délimitées par les droites (AB), (BC) et (CD)). Expliquer alors
aux éleves comment réinvestir la notion d’équations cartésiennes de droites et former les systemes

d’inéquations adaptés caractérisant les deux zones « interdites » pour le point D.
(= N
\¢ J _ y,
(. N ( N
1 fr" bt foue be B O
UL @
g / J

Probleme ouvert 1 O e LU ELLIEE LD @

Pour une correction avec les éleves, les fichiers
fournis surle CD permettent de montrer comment y i ) ~ A
on conjecture la valeur de . :
Dans un repere orthonormé, al’aide des coordon-
nées des points B;, on évalue le produit scalaire
des vecteurs BB, 1Bs et B,B, ,B, avec I'expression analy-
tique et 'expression trigonométrique.

1 . .
On trouve: o = COS'1< 5 ), SOlt une mesure environ

N

LV,

égale a 71° au degré pres.
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el R ENeli gt Les tentures indiennes de Pondichéry 6

Les triangles rectangles dont les aires sont égales a 9 cm?, 12,25 cm? et 25 cm? imposent au
triangle ABC d’avoir AB=10,BC=7 et AC=6.

La hauteur issue de C mesure 6 x sin( ACB ).
Laire S = % x 10 x 6 x sin( ACB).
Gréce a la relation de Pythagore généralisée, ona:

72262+ 102-2x 6 x 10 x cos( ACB )

( b )\

K

Donc cos( ﬁ )= 87

120
2 [
etsin( ACB )= s/l—cosz(ACB) =, [1- 871 ,/7—59 _ V759
120 1600 40

V759  3V759
4

L'aireS:l x10x6x — =
2 40

, soit environ 20,66 cm?.
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Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 346.

Exercices d’application

[ 1| .U est un réel !

Expression correcte : (Z.;}))L_U)

(Note : Z(;L_u)) a aussi un sens si on applique ensuite
la convention d’écriture ku ot k est un réel).

a. w.v=-6.

- 1

b. uv=—-.
3

c. uv=1

d uv=-12

IE¥ Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

[ 4 BB

AB.AM = — 64 si A est le milieu de [BM].
AB.AM = 128 si B est le milieu de [AM].

2.
M, M, M; M,
A B
H 1. et2
A B
-—
e ——————
U Uy

3. Manipulation avec le logiciel.

naZ;O

. ww=-4,5.

c. FCFA=21.

d. ECBF=-6.

e. DA.FC=-16.

f. DE.CB=-843.

Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

n Soit I le milieu de [EG]. I est le projeté sur [EG]
de tout point M de (HF).

EG.EM = EG x El = % EG2.
Par Pythagore dans le triangle rectangle EIH, on

V3

trouve: EI = — x [
2

soit EG = \/gxl
2
D’ol1: EG.EM = lEG2= i
2 2

Enfin : EG.MG = GE.GM = GE x GI
—EG x EI = EG.EM.

ma.ﬁ); 5.

b. t.v=-3.

b. ABAC=16

C. EE: —( ﬂ )Tz
4

soit environ —0,872.

a. Pour tout xréel, -1 < cos(x) <1

La double inégalité obtenue grace a I’expression
trigonométrique du produit scalaire peut s’écrire au
moyen de la valeur absolue : |Z;| < ||Z|| X ||;||.

b. On a égalité lorsque les vecteurs sont colinéaires.

a. wr=0.
b. uv=1.
c. uv=-21.

a. wv=-2.
b. u.w=-2.

c. nw=>

E8 2B.AC-=32.
CB.DA = 30.

16 P9 Z.Z:% (25+9-36) = 1.
- 1
b. uv=—- (16-9-4) = §.
2 2
Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.
m 14
3

AB.AC = AB x AC cos( —.sz )

. -2m
a pour mesure principale 5

—-50=AB%x (- 1
2
Donc AB2 =100 soit AB = 10.

m Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.
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AB.AC = %(36+9—49):—

AB.BC= % (9-36-49) =38

On trouve y;=2 donc G(0; 2) .

a. Lerreur classique est que le repere n’est pas
orthonormé!
b u(x y)etv(x y)
w v = (xl+y]) (x l+y])
_xxll+xy l]+yx]z+yy]]
Or:ii=9et ]] 4
et?f 71_3 x2cos( 3 ):3
D'ott: u.v = 9xx + 3(xy'+yx’) + 4yy’.

a. Lerreur classique est de projeter sur une
3¢ direction !

b. Dans le repére orthonormé (A, 7,7)

ol E(a ; b) et ﬁ(u ; —b) , on obtient :

AC.DB=a?- 12

On constate
e -
que u.vest e
constant -
quelque sl
soient les
points M de A
etNdeA’.

Ce qui est normal puisque le vecteur MN se projette
sur le méme vecteur quelque soient les points M
deAetNdeA'.

m ©

a. Un algorithme en langage naturel :

Demander les coordonnées de A(Xp ; Ya),
B(xg ; yg) et Clx¢c 5 YO -
Si (Xg=%p) * (Yc=Ya) —(Xc=Xa) * (yg=ya) = 0
alors afficher « le triangle ABC est
aplati »
sinon si AB = AC = BC
alors afficher « le triangle ABC est
équilatéral »
sinon si (AB = AC) ou (AC = CB)
ou (AB = BO)
alors afficher « le triangle
ABC est isocele »
Si AB.AC = 0 ou AC.BC = 0 ou AB.BC = 0
alors afficher « le triangle ABC est
rectangle »
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b. Comme les logiciels et les calculatrices ne font
pas de calcul formel, ils font les tests d’égalité sur
des valeurs approchées (faire prendre conscience
aux éleves des limites de leurs calculatrices).
Lalgorithme de la question a. par exemple en
langage Python :

def triangle(xa, ya, xb, yb, xc, yc):
x1= float(xc-xa)
yl= float(yc-ya)
x2= float(xb-xa)
y2= float(yb-ya)
x3= float(xc-xb)
y3= float(yc-yb)
if x2*yl-x1*y2==
print 'Le triangle ABC est aplati'
else:
if round(x1**2+yl**2,11)
== round(x2**2+y2*+*2,11) and
round(x2**2+y2*%*2,11)
== round(x3**2+y3**2,11):
print 'Le triangle ABC est équilatéral’
else:
if round(x1**2+yl**2,11)
== round(x2**2+y2**2,11)
print 'Le triangle ABC est isocéle
en A
if round(x1**2+yl**2,11)
== round(x3**2+y3%*2,11)
print 'Le triangle ABC est isocéle
en C'
if round(x2**2+y2**2,11)
== round(x3**2+y3**2,11)
print 'Le triangle ABC est isocéle
en B'
if round(x1*x2+yl*y2,11)==
print 'Le triangle ABC est rectangle
en A
if round(x1*x3+yl*y3,11)==
print 'Le triangle ABC est rectangle
en C'
if round(x3*x2+y3*y2,11)==
print 'Le triangle ABC est rectangle
en B'
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a. Faux car (2;2).(3;) = GZ;

b. Vrai.

c. Fauximplique que wetu-vsont orthogonaux.
d. Vrai car 9u? - 25 12 = ||3u|? - ||50]?

e. Vrai.
pI] a. 48. b.N’existe pas. c.318.
d. N’existe pas. e. %

a. AH.BC + AB.CH + AC.HB = 0.

b. Soit H l'intersection des hauteurs issues de A et
de B. On a alors : AC.HB = 0 et AH.CB = 0.

Dans la relation (*), on obtient :
0+AB.CH+0=0s0it AB.CH=0

qui prouve que H est sur la hauteur issue de C.
Conclusion : les trois hauteurs d’'un triangle non
aplati sont concourantes.

a. AB?-BC?= (AB + CB).AC
DC?-AD? = (DC + DA).AC

b. AB2-BC? + DC? - AD?

= (A_ﬁ +§).E’+ (D_C)+ ﬁ)ﬁ

= ﬁ.((A_ﬁ + 63)+ﬁ:)+ E\))

= AC.(2DB) = 2AC.DB.

c. Les diagonales sont [AC] et [BD].
Diagonales orthogonales
0< ACDB=00¢« 2AC.DB=0
0 < AB?2-BC?+DC?-AD?=0
0 < AB?+ DC?=BC?+ AD?.

Dans le repere orthonormé (F ; ﬁi FG>),
Equation de la droite (AF) : -3x+y=0
Equation de la droite (BG) : -2 x+3y-3=0
Leur point I d’intersection a pour coordonnées :

AG(-1;-2) etﬁ)’(é ;-% )
Avec l’expressmn analytique du produit scalaire,

ona:AG.ID=0.
Donc les droites (AG) et (ID) sont orthogonales.

m o

1. On peut conjecturer que les quadrilateres
EFGH et IJKL sont des carrés.

( e-15 )
.'/' --. -
'r N
[ A i3 .
T,
Y
e -
LER o=
B
_
( a=gh \
|
. ,

2. Démonstration pour EFGH.
a. Montrer que :

EF.EH = (EB + BF). (EA + AH)

=-EBxEA+0+ BFxAH+0=0
car:EA=BF=e etEB=AH=a-e.
b. EFGH est un losange car EF= FG= GH= EH (trian-
gles superposables par construction). Il possede de
plus un angle droit : EFGH est un carré.

3. Démonstration pour IJKL :

a. Repere orthonormé (D ; ?,7) :

AG(a-e;-a) etﬁ(a; a-e)

Avec I'expression analytique du produit scalaire,
ona:AG.HB=0.
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b. AE se projette sur ﬁ (direction ﬁﬁ) et HB se
projette sur AB (direction ﬁ).

Ona: ﬁﬁ = AE.HB et Xéxﬁ - AR.HB.

Donc: f]ﬁ = AE.AB.

Exprimer alors IJ :

ﬁﬁﬁ = AE.AB ou encore IJ x HB = AE x AB
ae

donclJ= —.
HB

Par Pythagore : HB? = 242 + €2 - 2ae.

ae
V2a® + e’ - 2ae
c. Parle méme procédé, on montre que :
IJ =JK =KL =1IL: JKL est un losange. Il possede de
plus un angle droit : IJKL est un carré.

/“
B“
1.
p

Conclusion : IJ =

]

| i J

On peut conjecturer que les droites (OI) et (MN)
sont perpendiculaires.
2. Dans le repeére orthonormé (O ; i, j) :

ﬁ(m ; E)etm(n;—m)
2 2

Avec I'expression analytique du produit scalaire,
ona:OLMN=0.

On en déduit que les droites (OI) et (MN) sont
perpendiculaires.

a. ME.MG = (ME + EF).(ME + EG)

2

= ME2 + ME.EH + %

a’ [ ——
=3 + EM? - EM.EH.
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2
b. M point de ® & MFE.MG = “7 + EM2

< EM.EH=0
< & est la droite passant par E et
perpendiculaire a (EH).
m (O; Zﬁ est un repére orthonormé :
ij=ji=0etii=1.
u=ai+ bfdonc wi=(ai+ bf)?
=aii+ b.ﬁ:a+0:a.
De méme pour Z;: b.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

E& 1. Méthode utilisant Chasles
a. ALDB= (ﬁ+ﬁ).(ﬁ+@)

2 2
:—b2+0+0+% =L

2
2
b. Al= ,/b%% et DB = va’ + b’
‘Lz_bZ
2

c. cos(o)=

2
NS +%\/a2 +b?

d. Dans le cas particulier ot a = 4 et b = 1,

cos(a) = L
V85

TEB au degré pres est 84°.

et une valeur approchée de I'angle

2. Méthode utilisant un repére orthonormé
a. Dans le repere orthonormé (A; ?,7) olli= AB et
a
+ AD )
Jj= > les coordonnées sont :
a ~(a
A(0;0),B(a;0),D(0;b) etI(E ;b),AI(E ;b)
et DB(a; -b).
— — az
b. AI.DB= - - b

—

c. Lanorme du vecteur Al :

Na? +4b* .
La norme du vecteur DB : Va? +b? .
a’ -2b’
4b* + a*Na* + b*
d. Dans le cas particulieroia=3 \/E eth=3,
cos(a) = 0 donc 'angle IEB est droit.

N | =

[N

cos(a) =

Ed a. Théoreme de Pythagore généralisé
JK2=1J2+IK?-2IJ x IK x cosI d’ol1

cosl= % et I mesure environ 48,5°.
- ~ 2
IK2=1J2+JK2-21J x JK x cosJ d’ol1 cos] = 3—2

et T mesure environ 38,6°.
JI2 =KJ? + IK? - 2 KJ x IK x cosK

= 1 = .
d’ot1 cosK=- 20 et K mesure environ 92,9°.



b. J.IK=1J x IK x cosl = 106
Or:IJ.IK=1J x IH, ol H est le projeté de K sur (IJ)
donc:IH = 106 = g.
16 8
Et finalement Pythagore dans IHK donne :

KH = 3v399 '

a. Avec le théoreme de Pythagore généralisé,

on obtient : BC = y136 - 603
b. Avec le théoreme de Pythagore généralisé,
. 10-33
c0sC = ———s
V136-60V3
d’environ 31,98°.
Finalement I’angle B vaut environ 118,02°.

soit une mesure de l'angle ¢

(" )

0

o= 31 nE
| f 'Bi= AR

2 Ta 3 I T FTER: 0 2

-
&

1. a.
(&l )
Ya
!I
[ E
MA =455,
z e \
Y MC=70s
o] e =\
n 2 4 & B 1n
|'.1|5|
1 5
z |
\
5 n
44 L
g 11 J

2. a. Théoreme de la médiane
AC?

MA? + MC? = 2MI? + . Donc minimiser le

. o AC?
nombre MA? + MC?revient 2 minimiser 2MI? + g ,

soit MI (puisque AC est constant). La distance mini-
male de I a la droite (BC) est la distance IM,, ou M,
est le projeté orthogonal de I sur (BC).

b. Une construction géométrique du candidat :
tracer la perpendiculaire a (BC) passant par I. Son
intersection avec (BC) donne la position de M qui
minimise MA2 + MC2,

E&] Une équation cartésienne de la droite d :
-3x+4y+8,5=0.

(™ )

- J

a. Une équation cartésienne de la droite A, :
-2x+5y+10=0.

b. Une équation cartésienne de la droite A, :

4x-10y+25=0

c. Lesdroites d, et d, sont perpendiculaires :

Zl (5 ; 2) et 22 (4 ; -10) sont orthogonaux
car n;.n,=0.

Les droites d, et A, sont paralleles car toutes les
deux perpendiculaires a d,.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

a. Une équation cartésienne de la médiatrice
de [AB]:-3x+y-2=0.

b. Une équation cartésienne de la hauteur issue B :
x-2y+9=0.

c. Une équation cartésienne de la tangente en C au
cercle de diametre [BC] : x—y-5=0.

& J

a. AH.BC = 0 car (AH) est perpendiculaire a (BC)
(la hauteur issue de A est perpendiculaire a (BC) et
H lui appartient).
b. Une égalité similaire : BH.AC =0.
Avec I'expression analytique du produit scalaire, on
obtient un systeme permettant de déterminer les
coordonnées (xy; ¥yy) de H: 18x + 29y — 87 =0 et
2x-3y+1=0.

29 12

c. Les coordonnées de H sont| — ; .
14 7
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m e

a. Un algorithme en langage naturel :

Demander les valeurs de a, b et c
Afficher « un vecteur directeur est
(», b, « ; » , a, «). »

Afficher « un vecteur normal est

(», a, « ;3 » , b, «©. »

Si b non nul

alors afficher « Les points de d sont
O ; », —¢/b, «)

et (», b, «; », -a-c/b, «). »
sinon afficher « Les points de d sont
(», -c/a, « ; 0)

et (», -c/a, «;1).»

b. Par exemple en langage Python :

def droite(a,b,c):
print 'Un vecteur directeur de d a pour

coordonnées : (', -b, '; ', a, .
print 'Un vecteur normal de d a pour
coordonnées : (', a, "; ', b, D."
if
print 'Deux points de d ont pour
coordonnées :
¢, c/a, '; 0) et (, -c/a,'; .
else:
print 'Deux points de d ont pour
coordonnées :
©;"' —¢cb,Det (, b, " ;"
-a-c/b, N."

Sur calculatrices CASIO et TI :

Sur calculatrices
CASIO 11
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1 a. 6, (x-2)%+()-1)>=9 apour centre
Q(2;1) et pour rayon r = 3.

b. 6,: (x+5)>+(y-2)>=m apour centre Q(-5; 2) et
pour rayon r= v

A a. 2*+y*>=16.

. (+2)2+ (y-1)2=5

2

c. X>+(y+5)?%= —5.
a. x*+)*=13.

. (x=3)%+ (y+1)2=45.
Une équation du cercle de diametre [AB] :

(x-6)2+ (y+ 1,5)>=16,25.
Une équation du cercle de diametre [BC] :
X2 +y?=5.

‘€, a pour équation cartésienne g.
é,a pour équation cartésienne e.
¢4 a pour équation cartésienne c.
€, a pour équation cartésienne d.

) Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346

Bl 1.2 ¢, :(x-42+(y-22=4

b. 6,: (x-1)%2+ (y-2,5)2=9,25.

c. 65:(x+2)%+ (y-3)2=52.

2. a.Les cercles 6, et €5 ne sont pas sécants car BC

(= V52 ) >BA (= \/37).

b. Les cercles €, et €, sont sécants :
(x-4) +(y-2)" =4
(x-1) +(y-2,5) = 9,25

on obtient que leurs points d’intersection sont sur
la droite d’équation y = 6x — 18.

En résolvant le systeme

1. b.Les deux cercles noirs sont concentriques de
centre E, le milieu des diagonales car ¢, est le cercle
de diametre [AC] et €, est le cercle de diametre
[BD].



2. b.Les quatre cercles gris sont concourants en E,
le milieu des diagonales.

Les diagonales sont orthogonales donc AED, AEB,
BEC et ECD sont des triangles rectangles en E inscrits
dans chaque cercle de diametre les cotés du losange.

Bl ar:x-12+)2=4.

I', est un cercle de centre (1 ; 0) et de rayon 2.
b. T,: x?+y?=-10.T, est 'ensemble vide.

c. Iy@x-1)2%+@+1?%=0.

I'; est 'ensemble réduit a un point I(1;-1).

d. T, :x?+ (y+1)2=-4.

I', est'ensemble vide.

2
a. Flz(x—1)2+<y+ g) =12,25.

NSRS}

I', est un cercle de centre Q(l ;- > et de rayon

2 2
b. I',: x—l +y+i :@.
3 14 441
I', est un cercle de centre Q(

V1759

21

c F3:(x— @):(w @)2:2—2\/5.

Comme 2-2/2 est négatif, I'; est 'ensemble vide.
d T, : (x-4)2+(y+3)2-1=<0.

I'y est un disque de centre (}(4 ; -3) etderayonr=1,
frontiere comprise.

B3 a ' x-3)2+(y+1)2=25.

I" est un cercle de centre (3 ; -1) et de rayon r = 5.
b. A(0;-5) et B(0; 3).

c. Tangenteal'enA:3x+4y+20=0.
Tangenteal'enB:-3x+4y-12=0.

5
;—— | et de rayon
14

W | =

cos( = >= %m .

12

3
avec la formule d’addition :

cos7—Tr :i \/E(l—\/g).

12

cos%r = cos( I % ) que 'on développe

sin7—ﬁ‘T —sin[ Z + Z ue 'on développe avec la
12 - 3 74 )1 PP

formule d’addition :
sin .= = i V2 (1+4/3).

12
5t 7 1

COS— =-C0S— = —+2 (V3 - 1).
12 12 4\/—(\/— )
T T7m 1

sin— =sin—=—+2 (1++3).
12 12 4\/_( \/—)

B a. Vrai (on développe avec les formules).

3

. 1.
b. Vrai car cos| x—— |= = cosx + — sinx
6 2 2

. ™ 1 . 3
et sinfx+— |= —sinx+— cosx.
3 2 2

2
c. Faux (contre-exemple : x = ?Tr )

d. Vrai (on développe avec les formules trigonomé-

. . iy
triques sin(x + Z) ).

. . 2
e. Vrai(ondéveloppeaveclesformules cos(x + ?w]

41
et cos(x+?] ).

B a. Reconnaitre la troisieme identité remar-
quable dans cos*x —sin* x.
b. On développe avec les formules cos (a+b) et
cos (a-b) et on reconnait la troisieme identité. On
utilise que cos?b =1 -sin? b et que sin%a = 1 — cos? a.
c. On développe avec les formules cos (a+b) et
sin (a-b). En factorisant cosa sina et cosb sinb, on
fait apparaitre :

cos?b + sin? b =1 et cos?a + sin®a = 1.

[ a. cosxetsinx doivent étre non nuls.

D =R - [km/2 avec k entier relatif}.

b. AG) = cos(3x) _ 51.n(3x)
cos(x) sin(x)

sin(x)cos(3x) - cos(x)sin(3x) _ sin(x—-3x)

cos(x)sin(x) " cos(x)sin(x)

—sin(2x)
~ cos(x)sin(x)

AQY) = —2cos(x).sin(xj: 2
cos(x)sin(x)

m a. x=0 [7] oung [27] oux:—g [27].

b. x=0[ml oux= % [27] oux= ‘%T 2.

m a. x=0[27w] ou x:g[ZTr].

b. x=-= [2m].
4
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Raisonnement logique

[E] a. Faux (la connaissance de AB? permet d’en
déduire AB, ||K]B|| mais pas AB).
b. Faux (1mp11que l’orthogonallte)
c. Vrai car (AB AM AB AN) PN AB (AM AN) =
< AB.NM =0
& AB et MN sont
orthogonaux).
d. Vrai (car colinéaires de méme sens).
e. Vrai (grace au « ou »).
f. Vrai (lorsque uet ;orthogonaux).
g. Vrai (n(3;-1) est normal donc m(-3 ; 1) est aussi
normal).
h. Faux, réduit au point de coordonnées (1 ; -2).

a. (Q) implique (P).
b. (Q) implique (P).
c. (P) implique (Q).
. (P) et (Q) sont équivalentes.

Restitution des connaissances

m 1. a. Ecrire le produit scalaire .0 en utilisant
I'expression trigonométrique puis utiliser le fait que
la multiplication des réels est commutative,

(;, Z) = —(Zt), ;/)) et la parité de la fonction cosinus.

b. Ecrire le produit scalaire u.v en utilisant I'ex-
pression avec les normes puis utiliser le fait que
I’addition vectorielle et ’addition des réels sont
commutatives.

2. Ecrire I'’expression analytique du produit scalaire
sur les coordonnées des vecteurs Z(x 3 ), ;(x' 3,
wx; y") et T+ ¥'+y”) et utiliser la distribu-
tivité de la multiplication sur I’addition de R.

3. a. Ecrirel'expression trigonométrique du produit
scalaire (ku).v et procéder par disjonction des cas :
k=0,k>0etk<0.

On utilisera le fait que : |cu]] = [K|.|[ul

(ku, v) = (u, v) sik>0et (1, ) +mwsi k<0,
coSs (x+ ) = —cos (x).

b. En utilisant I’expression projetée, on fera appel
au théoreme de Thales pour obtenir que le projeté
de ku est ku’'.

m Utiliser la distributivité sur I’addition vecto-
rielle et la symétrie du produit scalaire.

-

_Expression projetée : uv=uv

Or: v ' = cosa x ||v|| x i

uv=uv —u(cosax||v||xl)
=cosa X ||11|| X U.[=Ccosa x ||7;]| x ||Z||
=[ull|v]] cosa.
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I[F] ABC est un triangle rectangle en A

S ABAC=0o %(AB2+AC2—BC2)=0

< BC2= AB2+AC2.

m a. Les vecteurs U et v ont la méme norme
& ||ull = 7] < |ulf? = ||V]]? (es normes sont
positives)

S w-1?=0

& W-0).(u+1)=0

& u+vet u-vsont orthogonaux.

b.
sont positives)

& (U+ )%= (- 1)

S W+ P +200= 12+ 0P -

1+ 0] = ||lu-v|| < |[u+ V]2 = ||u- v|? des normes

2u.v
c4urv=0surv=0
& u et vorthogonaux.

y[)] a. (AH) et d sont perpendlculalres et 11 est
normal a d donc AH et 7 sont colinéaires.
rizﬂz * |er|| ||AI>{||, donc on a bien:

|n.AH| = ||n|| ||AH]|,

n.AH -
L. AH] ;;9 || Or: ||| = Va* +b?
n

Comme m(xH —XpA;YH—Ya)rona:
n.AH = axyg—x) + by —ya)
=axy—axay+byg—by,

Or H est un pointde d : axy + by +¢=0
donc axy + byy=-rc.
Finalement : n.AH = —axy —
D’otuila formule désirée.

b. AH=

by, —c.

N
On admet que : (*) [|u]|= y/x* + )

- )
etque u.v=xx"+yy.

c. Ladistance de A ala droite d :

Ecrire % ([ + v|> —||ul|? - ||V]]?) aY'aide de la formule

(*) et apres développement tomber sur
xx’ +yy cest-a-dire u.v.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 346.

Prét pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 346.



Soit I milieu de [AF]. Soit a la longueur du c6té
du carré ABCD.
Dans le repere orthonormé (O; ?, f)
- OB - OA
i=——etj= ——.
|| OB| | OA]]

ol

0(0;0), B(a2 ;0),F<§ ;o),E<o;

)

AR

A(O;aJE),I(ﬁ ;a£>.

4 2

oi 4 ;aﬁ)etﬁ<aﬁ -2)
4 2 2 2

Avec I'expression analytique du produit scalaire,

ona:OLEB=0.

On en déduit que les droites (OI) et (EB) sont

perpendiculaires et donc que la médiane issue de O

du triangle AFO est la hauteur issue de O du triangle

EBO.

E& ona: ¢ ¢

. . [a a
sina =2 sin[ — |cos| —

. ! 21
sina=2x — x — X
X X

Or:x*=5P 20 24

D’out:sina = 4 .
5

a. HauteurissuedeA:3x+y-3=0.
Hauteur issuede B:5x+2y-11=0.
b. Orthocentre H(-5; 18).

c¢. Médiatrice de [AB] : x = % .

Médiatrice de [AC] :5x+2y+8,5=0.
Centre du cercle circonscrit Q(0,5 ; - 5,5).
d. 6:(x-0,5?2+ (y+55)2=725.

e. Médianeissuede A:x-2y+6=0.
Médiane issue de B: x-3,5y+9,5=0.

f. Centre de gravité G(— 4 ; 7 )
3 3
g. m(S,S ;—23,5) et E( %l ;= % ) . Avec le critere

de colinéarité, on montre que HG et HQ sont coli-
néaires donc que H, G et () sont alignés.

Ona: %ﬁ:ﬁ

FH AV ; DB) mesure g . (Etudier le rectangle

ABCD de cotéaeta \/5 )

F3 pythagore généralisé (avec x la longueur AC).
BC? = AB2 + AC2— 2 AB x AC x cosA

49 =25+ x* - 10xcos§

x> -5x-24=0 A=121
Une seule solution positive qui vaut 8.
Donc:AC=8.

Pythagore généralisé :
AC?=AB? + BC?-2 AB x BC x cosB

~ 1 = )
cosB = R L'angle B mesure environ 82°.
Finalement I’angle C mesure environ 38°.

a. Configuration du parallélogramme.

b. MC+MD = ZW ol ] milieu de [CD].

D’ott MI.Mj = 0 et la nature de I'ensemble € est un
cercle de diametre [I]J].

c. L'ensemble € est réduit a un point lorsque I et J
sont confondus, donc lorsque ADBC est un parallé-
logramme.

Dans la premiere parenthese : 3MK.
Dans la deuxieme parenthese : ML.
¢ I'ensemble des points M du plan tels que :
(2MA + MB).(-MA + MB + MC) = 0

& 3MKML=0

< € est le cercle de diametre [KL].
m o
a. xX*+y’+ax+by+c=0

<:>x2+y2+2§x+22y+c:0

a\? b\* a° b?
e 8] oo )
2 2 4 4
Un algorithme en langage naturel :

Si (a?/4) + (b%/4) - c >0
alors afficher « L’ensemble est un cercle
de centre de coordonnées
(», -a/2, « ; », -b/2, « ) et de
a b
T c
sinon si (a2/4) + (b%2/4) - c =0
alors afficher « Ensemble réduit a
un point de coordonnées
(», -a/2, « ; », -b/2, « )»
sinon afficher « L’ensemble est

rayon égal a »,

vide ».

b. Comme les logiciels et les calculatrices n'utilisent
souvent pas le calcul formel, ils font les tests d’égalité
sur des valeurs approchées (faire prendre conscience
aux €leves des limites de leurs calculatrices).
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L'algorithme en langage Python :

def cercle(a,b,c):

if (a**2+b**2)/4>c:
print 'On a un cercle de centre 0
de coordonnées
¢, -a/2, ' ; "', -b/2, ") et de
rayon ', ((a**2+b**2)/4-c)**0.5

else:

if (a**2+b**2)/4==

print 'On a un ensemble réduit a un

point O de coordonnées

¢, -a/2, ' ; ', -b/2, ")

else:

print 'On a un ensemble vide'

Sur calculatrices
CASIO TI

muneus —— ngﬁmm GERCLE

FERCLE P17 @ 1"5..;Eh.p|-.
i‘E‘ smnuance | IR oo o

ﬂ e \'.ﬂl'll.l" o
3 ??5- 28 B
{ié L, #Egkﬂﬂ

B. Smucpnime smce i

= p L DT TR T
o
'tL'ummlnb de coordor

ik e
EL;E.'U iz

*Ensenbile vide®s iflgn "BEEBLE

m a. Ile milieu de [AB].

MAMB <-12,5 < MI2< 12,5
Disque de centre I de rayon \/ﬁ .
b. Fle milieu de [BC].-120 < MC2-
& —120 < 2MF.BC <-96

& —60 < MF.BC <-48

Bande comprise entre deux droites perpendicu-
laires a (BC) (FH = 8 et GF = 10).

c. Jle milieu de [AC].

130 < AM? + CM? < 160

AC?

MB?<-96

<130 <2MJ? + <160

< 130 <2MJ? +32 < 160
©98<2MJ?< 128 = 7<MJ <8
Anneau de centre J de rayons 7 et 8.

e — N\

—_———— e —

, |

% b F

A
e
.y "

. . J

178 « 7. PRODUIT SCALAIRE

m Tracer un rectangle ABCD avec AB =2

et AD =4.

* En rose : 40 < MB? - MD? < 60

Bande comprise entre deux droites perpendicu-
laires a (DB).

* Envert: 5 < MA.MD < 12

Anneau de centre I de rayon 3 et 4.

*Enjaune:-14 <MAAB<-12

Bande comprise entre deux droites perpendicu-
laires a (AB).

™ 1 1 ™ 47
sinf = |A= = X —sin| — |Xx cos| —
7 2 2 7 7
L[ 1 1 1 . [ 8m
sinf — |A=—- X — X — Xxsin| —
7 2 2 2 7
1. 8w
—sin—
A= 8 7
. T
sin—
7

Or ces deux sinus sont des nombres opposés,
1
donc:A=-—.
8

EE] Dans un rectangle ABCD tel que AD = a
etDC=a \/5 . Soit I le milieu de [AB].
Dans le repere orthonormé (A ; i, j) ou

av2 _a).

AC@+2 ;a) et DI(

Avec l'expression analytique du produit scalaire, on
a:AC.DI=0

On en déduit que les droites (DI) et (AC) sont
perpendiculaires.

Au vu de la symétrie de la construction, les
triangles colorés ont des surfaces égales.

— 1
Méthode analytique : KB( 3 ; 1)

etﬁ(l

MNPO est un parallélogramme (car ﬁ(% ; 1) et

—% ) donc KB.LC = 0.

ﬁ( é ; 1)) qui possede un angle droit (car KB.IC= 0)

et des cotés consécutifs égaux (par symétrie
MP = MN), donc MNPO est un carré.



BKJC = BC.JC = NO.BK
1x 1 =ax BK
2

1
Comme BK = > JE , on trouve que :
1
a=—+&.

5
P | . ‘ 1 . .
D'ou:a?= s ce quireprésente s du carré de départ.

4. . 1
Il reste s a partager en 4 parts égales donc s pour

chaque triangle.

Conclusion : les contraintes « parcelle carrée » et
« cinq parcelles de surfaces équivalentes » sont
respectées. )

EA 1. a. b. c @

Le point M semble décrire une droite pour obtenir

I’égalité entre les réels PS1 et PS2.

( )
12 M

By

. A D,

d. PS1=AB.AM = bx et PS2 = AC.AM = cy

PS1=PS2 & bx=cy & y = gx (¢ non nul car
c

triangle non aplati)

L'ensemble € est une droite passant par l'origine et

d’équation: y = % X.

e. On conjecture que les vecteurs AB et BM sont
orthogonaux.

2. SiAB.AM = AC.AM = BC.BM :

BM.AB = BM.(AC + CB)

= BM.AC - BM.BC

= BM.AC - AC.AM

=AC.(BM - AM) = AC.BA=0

(car ABC rectangle en A).

Ed a. Vrai. b. Vrai. c. Vrai. d. Faux.

a. AB+AD +AE=AG.
b. AG.BD = (E+ﬁ+ﬁ) BD
:—@xBD+ BD xBD+0=0.

2 2
C. Eﬁ: (ﬁ+ﬁ+ﬁ) ﬁ
=-BA.BE + BC.BE + EA.EB
=-BA2+0+EA%2=-1+1=0
Donc (AG) et (BE) sont orthogonales.
d. (BE) et (BD) sont sécantes en B et appartiennent
au plan (BED). La droite (AG) est orthogonale a
chacune d’elles donc (AG) est orthogonale au plan
(BDE).

PARTIE A
1.

(e

- J

2. a.Lorsque m vaut 0, la condition (**) :

b? = ¢ et 'ensemble de points O, est la médiatrice
de [AB].

b. O_, 0, et 0, sont des droites perpendicu-
laires a la droite (AB).

3. a. k=100. ®,,, semble étre le cercle de diametre
[AB].

b. SiM est en I milieu de [AB], k=50 et

®;, semble étre réduit au point I.

c. Lorsque k vaut 0, la condition (*) se traduit par :
b? +¢*=0 < AM? + BM?=0.

Donc AM = 0 et BM = 0, du coup '’ensemble de
points est ’ensemble vide.

PARTIE B
1. a.b. La condition (*) MA? + MB? = k en transfor-
mant les carrés de longueur en carrés scalaire et en
introduisant le point I milieu de [AB] par Chasles
dans chacun des vecteurs, on obtient :

k AB?

MI2= = -
2 4
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2

Sik> AB alors @, est un cercle de centre I et de
rayon ,|—— AB”

Y 2 4

.. AP’ s )
Sik= alors @, est réduit au point L.

2

Sik< AB

alors @, est '’ensemble vide.

2. a.MA?>-MB?= (MA + MB).(MA - MB)

=2MI.BA = 2IM.AB

. ) AB = . =
b. Dans le repére orthonormé (A ; B ,jJouja

pour norme 1 et]fKﬁ =0.
AB(10;0) et IM(x-5;y)

AB.IM = % = 10(x-5)
Donc: x= % + 5 ce qui est I’équation d’'une droite

perpendiculaire a (AB).

m a. SoitIle milieu de [EF].
fM) = ME? + EEMG
FOM) = (M + IE)2 +E EF. (MI + IG)

fM) = MI? + 16 + MI.0 + EE.IG

fM) = MI? + 16 + EFx IE = MI? + 16 — 32
fM) =MI? - 16

b. f{(M)=keMP?-16=k oMP=Lk+16

En fonction du réel k, la nature de € :

*si k <—16 alors €, est 'ensemble vide.

* si k=-16 alors ¢, est réduit au point L.

*si k>—16 alors €, est le cercle de centre I et de
rayon vk+16 .

€, est le cercle de centre I et de rayon 4,

€6 est le cercle de centre I et de rayon 4 J2,

et €4 est le cercle de centre I et de rayon 5.

M0 Traduction de Vénoncé

La zone éclairée

Le rectangle OABC ci-dessous représente la
scene d'un théatre qui est vue d’au-dessus. Les
dimensions de la scéne sont OA = 15 metres et
OC =10 metres. Au point O, on a placé un projec-
teur en vue d’éclairer la zone délimitée par les
segments [O]] et [O]] ou I est le milieu de [AB] et
J celui de [BC].

a.Donner, sans justification, les coordonnées
des points I et ]J.

b. Montrer, en donnant les détails des calculs,
que le produit scalaire 0L.0J est égal 2 162,5.

c. Calculer les normes de Ol et de ﬁ]

d. Calculer la mesure au degré pres de I’angle 10]
correspondant a la zone éclairée.

Résolution
a. 1(15;5) etJ(7,5; 10).
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b. O1.0J= 15 x 7,5+10 x 5= 112,5 + 50= 162,5.
c. |1o1]| = V15° +5% = 250 =510
[107]| = V7,5 +10° = /% - 2—25

d. ﬁa =0I x OJ x cosl/(ﬁ

13
5V10

Langle mesure au degré pres 35°.

m ©

1. Constructions et conjectures
En jouant sur la position de A et de C, on peut
conjecturer que MA.MB et MC.MD sont égaux.
2 a.So Soit A’ symetrlque de A par rapport a O.
MA.MB = MA.MA’ car B est un point du cercle de
diametre [AA’] et le triangle ABA est donc rectangle
en B : le projeté de A’ sur [AB] (ou encore (MA)) est
donc B.
b. MA.MB = MA.MA’

= (MO + OA).(MO + OA")

=MO? + MO.0 - R? = OM2 - R2.
O est le milieu de [AA’]
Si on pose C’ symétrique de C par rapport a O, on
montrerait de méme que :
MC.MD = MC.MC’ = OM2 -
D’ot1 : MA.MB et MC.MD sont égaux.

Donc: cosI/O\J =

A soit deux cercles €, (centre O,, rayon R)) et 6,
(centre O,, rayon R,) avec O, et O, distincts.

a. P, (M)=MO,2-R2et P, (M)=MO,?- R,
1 1

P, (M) = P, (M) & MO,?-R,?= MO,? - R,?
1 2

& MO,2-MO,2 = R}2- R,?
& (MO,+MO,).(MO,-MO,) = R,2- R,?
& 2MI1.0,0,= R,2- R,2 I milieu de [0, O,]

- - R?
©MI.0,0, = 2
Soit H le projeté orthogonal de M sur (0,0,),ona:
me BB
20,0,

® est donc la droite perpendiculaire a (0, O,)
passant par H (on pourra montrer que lorsque les
deux cercles sont sécants en A et B, ® est la droite
(AB)).

b. Si on rajoute un troisieme cercle 65 (centre O,
rayon Rg) avec O, , O, et O, distincts :

*'ensemble tel que P, (M) = P, (M) est une droite
1 2

d (en rouge sur le dessin).

*’ensemble tel que P, (M) = P, (M) estune droite
3 2

d’ (en bleu sur le dessin).



Si d et d’sont paralleles alors @ est I'’ensemble vide.
Sid et d’ne sont pas paralleles alors ® est réduit a un

point, l'intersection de d et d’.
N

s

Y]

WM
]

&

1. a.et b. On conjecture que 'ensemble € est un
cercle. En plagant trois points distincts A, B et C

sur le cercle, on construit les médiatrices de [AB] et

[BC]. Leur intersection est Oy.

Ve

En basculant le point O, en « mode trace »,
conjecture que le lieu de O, lorsque k décrit R

une droite.

2. Démonstrations
X2 + y? =2kx + (2k-10)y - k*> =11k + 22 = 0 s’écrit

(x-k2+(@y-6-k)2=3k+k+3
Le polynome 3k? + k + 3 étant strictement positif

pour tout réel k (A =-35<0),
¢, est un cercle de rayon r;, = V3k* +k+3 et de
centre Oy (k; 5-k).

Sion pose x = k, on trouve y = 5 — x ce qui est 'équa-
tion d'une droite, lieu de Oy, (k décrit R).

Grace a 'ombre de Robin,
on obtient I'angle d’inclinaison !

de la tour penchée.

1,8
tan(a) = —— et donc o est |

’
i

environ égala 79 °.
On applique ensuite le théoreme |

de Pythagore généralisé : |

12=252+40%-2 x 25 x 40 cos(a)

12=2225-2000 cos(a)
D’olt un besoin d’environ 42,93 m de corde au

minimum.

on ;
/
est

A

Dans le triangle rectangle ICJ :
1-20%2+1-x2%=(2x)?

En développant, on obtient : x> + 2x — 1 = 0 qui
possede deux solutions, dont une seule positive :

x=-—1+ \/5
ACAL= V2 etAl= \a-242
Dolt: cos(% ) - AC.AL/(AC x Al)
~ J2
V24— 22
1

4-202
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M3 solution tres détaillée a I'adresse suivante :
http://www.apmep.asso.fr/Lyon,2862

1. a. L'aire d’un triangle
(Base x Hauteur)

2
b. Trigonométrie dans le triangle AHC :

« la hauteur CH mesure ACsin A soit bsinA.

La base mesure AB soit ¢. (schéma 1)

¢ ]a hauteur CH mesure ACsin(mw — K) soit bsinA.
La base mesure AB soit c. (schéma 2)

¥ =

. . 1 L
Conclusion : pour tout triangle : ¥ = Ebcsm(A)
c. Par permutation circulaire des sommets :

1 N | L
g = Eabsm(C) = Ebcsm(A)

d. On divise par le réel abc les trois égalités, et on
b <
sin(g) sin(]g) sin(a)
2. Applications
a. Le troisieme angle mesure :
180 -50-58 =72°.
300 ?

Ona: — = —
sin72  sin50

obtient :
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300sin50
sin72
soit environ 242 m.
b. Remarquons que 'angle m mesure 59° et
que I'angle C/ll;C\2 mesure 48°.
On a dans le triangle C,1,C,:

donc:?=

30 CJ
sin59 ~ sin38
30sin38
donc G, = L
sin59

soit environ 21,548 m.
De plus dans le triangle C,1,C,:

30 Cl,
sin48 ~ sin92
donc C,I, = 30.sm92

sin48

soit environ 40,344 m.

On applique ensuite le théoreme de Pythagore
généralisé dans le triangle C,I;1,:

(I,1,)% = (C,1))? + (C,I,)2- 2 x C,I, x C,I, cos(43) soit
environ 28,6 m séparant les deux indiens.
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8. statistiques

Objectifs et pré-requis
On poursuit I’étude des séries statistiques avec I'utilisation des parametres de position et de disper-

sion afin de comparer des séries. Lobjectif est de faire réfléchir les éleves sur des données réelles,
riches et variées (issues, par exemple, de fichiers mis a disposition par I'Insee).

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues
Caractéristiques de dispersion :|e Utiliser de facon appropriée les deux couples usuels qui
variance, écart-type. permettent de résumer une série statistique : (moyenne,
Diagramme en boite. écart-type) et (médiane, écart interquartile).

« Etudier une série statistique ou mener une comparaison
pertinente de deux séries statistiques a l’aide d'un logiciel ou
d’une calculatrice.

Corrigés des activités

B Age d’une population
PARTIE A

© b. ANNEE(A2) donne I'année qui correspond & la date se trouvant en cellule A2. L'age a la fin de
I’année y en années entieres d'une personne née en ’année x est égal a x — y. Ce qui donne bien
2011-ANNEE(A2) pour I'age en fin d’année 2011.
c. =12-MOIS(A2)
d. L'age en mois entiers se calcule avec la formule : =12* (2011 - ANNEE(A2)) + 12 - MOIS(A2)
e. Graphique A : Apres avoir classé les éleves par age croissant, on leur attribue un numéro. Le
graphique donne I’dge en mois en fonction du numéro. Cela permet de répondre a une question du
type « Quel est I'dge en mois du n®™e éleve qui féte son anniversaire dans I'année 2 ».
Graphique B : Donne les effectifs du caractere « age en mois entier » pour les éleves de la classe.
Permet de répondre a une question du type « Combien d’éleves de la classe ont un dge de 195 mois
au premier janvier ? ».
Graphique C : Donne les effectifs cumulés croissants du caractere « d4ge en mois entier » pour les
éleves de la classe. Permet de répondre a une question du type « Combien d’éleves ont un age d’au
moins 200 mois au premier janvier ? ».

@ a. Lamoyenne est 198,5.
b. Lamédiane est 197. Les quartiles Q, et Q; sont respectivement 195 et 201.
c. La médiane indique que la moitié des éleves a un age supérieur a 197 mois, donc agés au
1¢f janvier 2012 de 16 ans et 5 mois, ou encore nés en aotit 1995.
En rangeant les dates de naissances par ordre croissant, on trouve que la valeur médiane est le

26/7/1995.
PARTIE B _
o Effectifs Age moyen
Filles 252 199,2
Garcons 411 202,0
Tous 663 200,9

8. STATISTIQUES * 185



I 15 .o, 252x199,2+411x202
Lage moyen de tous les éleves est aussi égal a

252+411
La colonne B permet de voir les effectifs pour chaque age.

Pour représenter les effectifs en fonction des ages, on peut utiliser la fonction NB.SI du tableur pour
compter pour les valeurs de 1’age entre 169 et 257 les effectifs correspondants.

Ve

L 160 170 180 180 200 210 220 230 240 250 260 )

PARTIE C

Classe [169;175[ | [175;181[ | [181;187[ | [187;193[ | [193;199[ | [199;205(

[205;211]
Effectif 1 8 104 96

100 99 90

Classe | [211;217[ | [217;223[ | [223;229[ | [229;235] | [235;241] | [241;247[ | [247;253]

[253;259(
Effectif 94 29 23 7 7

3 1 1

(EETIS (TSR] [ETAEN (ERM| (v ium |Wets] S| [EUST EinE R RiS| Emsed] [eaen] el (s

PARTIE D

Dans ce lycée, ces différences prennent des valeurs entre — 17 et 51.

Leur moyenne est 3,4. Ce nombre est positif car, en moyenne, plus d’éleves sont nés avant le
1¢fjuillet qu’apres le 1¢*juillet.

Q1 -2
Médiane
Q3 6
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Corrigés des travaux pratiques

Dispersé > 4O

© aou2aentieravec 10 < a <20

< ae {10;11;12;...19; 20} ou 2a entier avec 20 < 2a < 40

<ae {10;10,5;11;11,5;...19,5; 20}
10+28a+20

o a. Moyenne : =l+—a
30 15
10% + 28 x a? 2 2 \/2—
o a” +20 14 14a” - 420a+ 3525
Fcart-type: |[————————|1+—a | =
30 15 15
b.
O .
Pomr a= 13,5
as
204
15+
10+
Bt
' } i 1
& q 5 10 15 20 natey
s
( st fenclion da s ) cartbype oo fonction de o
3 Z iy
2500 0
160 1 L "
o . o o
¥ 141 | * o~
il L .
" .*" wet 10 | L
e o"’“' 10 1
|-:~l:u""'.' Qi 4
' gEd 1
Lon LEL
5 a |
: an
D.Lu‘- ; q = c 1z 14 16 15 an
L o 12 RE A 15 2 ) L

c. D’apres le tableur, la valeur de a qui minimise Iécart-type est 15.
d. Sia estdifférent de 15, la moyenne sera différente de a.

Dans l'expression de la variance, I’écart par rapport a la moyenne du terme en a aura un « poids »
important, ce qui a pour conséquence une augmentation de I'écart-type.

ath =15donc b=30-a.

O -
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10+14a+14(30-a)+20 _

b. Moyenne : 15.
30
. 102 +14 x a* +14(30 — a)* + 20* , [l4a* —420a+3175
Ecart-type : -15" =\[——F———
30 15
e A
- Poura =135
v 4 I . ;
LI" O -] 1% 13 =4 ﬂmj
( mapmnns an foocton de o 1\ ( A Ape o ke 1\
150 PR R R R RE RS S Eol
14.00
ini] *
1200 * *
102,00 4o *o R
o 300 . o'
.00 aen * r * *
400 agast
Znn T
oo B AIHI]
_ . » m iy L ald alil 2
¢ n 14 ;] 18 ?j ¢ D,

La constance de la moyenne s’explique par la symétrie des notes par rapport a 15.
Lécart-type est au minimum lorsque les valeurs sont tres proches de 15.

O Une dizaine de simulations au tableur est réalisée avec comme formule possible pour obtenir une
note entre 10 et 20 avec des valeurs entieres ou au demi-point, =10+ENT(21*ALEA())/2.

siml | sim2 | sim3 | sim4 | sim5 | sim6 | sim7 | sim8 | sim9 | sim10 IOTillllllll?llalg:ns 101::;1“;1: ut;:ns
moyenne 15,40 | 15,45 15,45 14,75 | 14,95| 15,05 | 15,68 | 14,57 | 15,28 | 16,23 14,57 16,23
minimum | 10,0 | 10,5 | 10,0 | 10,0 | 10,0 | 10,0 | 10,5 | 10,0 | 10,0 | 10,5 10,00 10,50
Q 12,75( 13,5 | 12,6 | 11,75| 11,63 | 12,5 | 13,88 | 11,5 | 11,6 | 14 11,50 14,00
médiane 16,0 | 155 | 150 | 145 | 155 | 155 | 155 | 14,8 | 153 | 17,0 14,50 17,00
Q; 185 | 175 | 19 17,38 17,5 | 18 175 | 17 19 18,38 17,00 19,00
maximum | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 | 20,0 20,00 20,00
écart-type 3,14 247| 3,28 3,15| 3,36| 3,03 286| 335| 3,60| 2,88 2,47 3,60
Les 10 moyennes données par cette simulation sont :
15, 40; 15,45 ; 15,45; 14,75 ; 14,95 ; 15,05 ; 15,68 ; 14,57 ;
15,28 ; 16,23. 1
Le diagramme en boites qui correspond aux moyennes
des 10 données est : . . >
(minimum 14,57 ; Q1 14,95; 14,5 15,5

médiane 15,34 ; Q3 15,45 ;
maximum 16,23).

D’autres diagrammes en boites peuvent répondre a la question.
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Algorithmique 1

o)

Quartiles

© a. etb.Ilsagit de trier les données puis de déterminer Q,, le plus petit élément des valeurs, tel que
25 % ou plus des valeurs soient inférieures ou égales a Q,.

Entrée :
Traitement :

Sortie :

Les valeurs dans une Tiste L

Affecter 1e nombre de valeurs a la variable N
Trier 1a liste L et affecter 1a liste triée a L

Si N/4 est entier, alors affecter N/4 a la variable X

Sinon affecter 1+la partie entiére de N/4 a Ta variable X
Affecter 1a X-iéme valeur de Ta liste L a Ta variable Q1
Afficher 1a valeur Q1

© Les programmes complets sur calculatrice sont :

Avec TI Avec CASIO
BUARTILE

FE fu%tlijgggg EI LI!-". ‘I %%gE
l pe E‘pqrEFl.El.lrl. 11
T (L4 -
ety B, bidde ey
iDi=zs “LISTE TRI EﬂInl
EE".L1 { ot I[?
_If ent(X)—ﬁ - Ise Lisl nl (Xi+]
I:':'Iae:ﬂ DizFr "21 fEnd
tElse:Disp "Q17.
Lifentixa+12
tEnd

En entrée avec ces programmes, on saisit :
{12;15;11;18;5;6;15;19;19;10;15;14;17;14; 14; 14}.

Un programme sous Xcas peut étre :

(uactile [N} :={ B
Li=[]3
pour i de& 1 jusque N faire
salslr (a);
L:=append|L, a};
fpour;
L initiale:=L;
M:=L[0]:
pour k£ da 1 jusque H-1 faire
minimum:=L[k=1];
pour compteur de k+l jusque N faire
gi Licompteur-l]l<minimum alors
iminimum:=compteur;
minimum:=L{compteur-1];
Hi=L[k-1];Llk-1}:=minimum;L[iminimum—1] =x;
£3i;
fpour;
fpour;
2i N/4==floor{N/d|alors
@l:=L[N/4-1];
sinon
@l:=L{floox{N/4}];
£3i;
afficher "Liste",L initiale,"Liste triée™, L, "gl el
}
. J
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Algorithmique 2 Correction de copies @

© a. Laclasse [8;12[ dela premiere représentation correspond aux mémes copies que les deux classes
[5;10[ et [10; 15[ de la deuxieme représentation.

© a. Un algorithme possible.

Entrée : Affecter les valeurs de la série statistique a Listel
Traitement : Affecter a N 1le nombre de classes souhaité

Affecter a Min et a Max le minimum et le maximum de Listel

Affecter a Etendue 1a valeur (Max - Min)/N

Affecter a Liste2 les bornes des intervalles

Affecter a Liste3 les effectifs des différentes classes
Sortie : Afficher Etendue, Liste2 et Liste3

b. Extrait d'une feuille de calcul :

S A 8 c D=k F G

i Dannaes N® clases MNombre da classes W* classe

2 45 | 1 4 | 1 L4350 | fZs ||
3 45 1 ] 725 o0 T
4 4.5 1 Nombre de données 3 10,00 12,75

5 45 1 A | 4 12876 | 1850

6 ] 2 Maximum

T ] 2 15,5

;] 4 2 Minsrmum i
9 10 3 45

10 | 10 3 Etendus classe

11 10 3 275

Pour déterminer a quelle classe appartient le nombre qui se trouve en A2, les éleves pourront utiliser
la formule =ENT((A2 — C$9)/C$11)+1) mais ils se rendront compte qu’il y a un probléeme pour la
valeur maximale.

1l faut donc ajouter un test SI(A2=C$7;C$2;ENT((A2 — C$9)/C$11)+1)

11 est possible d’indiquer aux éleves que 'affichage dans le tableur peut étre amélioré avec une
formule plus élaborée =SI(A2<>"";SI(A2=C$7;C$2;ENT((A2 - C$9)/C$11)+1);””), mais cela n’apporte
rien de plus a la mise en ceuvre de I'algorithme.

Avec Python :

(B=input {"Hombre de donnses L] B
L=N7[0O}

1 in eangs (N):

Lii)=fpput ("Entref une valsuc %)

C=ippur ("Monhre ds clmope Li]

#f Cmlcul de i°"#cendus o= chague oClas=s
Eaxemax (L) & Him=min(L) ! etendoe=floar [Hax-Nin)/C

B initislisation de lm Liste gui contisndra les sffectifs
ErF=crio]
B Rechstche de Lisffectif d= chague ©lmase
r &k in cange(€-1)¢
EFFk]=0
i range (M)
£ L[ = |Mintkvecendu=] macd L[1]< Mins(k+]l) "ecendu=] ¢
EFF{k]= EFF[k]+1
Printc "olss i Maked HindkTevendus, Hins (k4] *ecendus
print "mffectaf WLEFF[ XD

@ de L'effecnif de la dearnidce olasss

1 itn cange (Nt
£ LIt]>=(Mine |C=1) Yecendme) arnd LI1] <=Hax:
EFF[C-1]= EFF{C-1]+1
" I Ly Mins{C-1) Tacendys, Hax
JEFT{C=1]
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Probleme ouvert 1 B3 E 0N

o a. Il n'existe pas de série statistique a 4 valeurs telle que le minimum a, Q,, m, Q,, le maximum b et
x soient distincts deux a deux.
Supposons qu’une telle série existe. Comme N = 4, on aV = 1. Donc Q, sera égal a la plus petite
valeur a, ce qui contredit I'hypothese a # Q,. 4
b. Cherchons maintenant un effectif N tel que le minimum a, Q,, m, Q,, le maximum b et X soient
distincts deux a deux. D’apres ce qui précede N # 4, et on montre de la méme maniere que N ne peut
étre inférieur a 4.
Donnons maintenant un exemple pour prouver que la valeur N = 5 répond a la question posée en
prenant comme série statistique:1;2;3,5;4 et5.
Les valeurs a, Q,, m, Q,, le maximum b et X sont respectivement égalesa1;2;3,5;4;5et3,1.

@ Donnons un exemple de chaque situation e
- — T ez
pour montrer son existence :
10;11;12;14;14 I~ 1 s qf = f2 513
I0;10 :12:12;:14
10;11;12;12; 14
10;12;12;12; 14 - 10;:12;12:12;14

I
10;10;11;12;12;12;12;12

10;10:11;12;:12;12;13

© a. On peut supposer dans cette question que a < b, quitte a échanger a et b.
Montrons par 'absurde que la situation décrite n’est pas possible.
Posons a; x, ; X5... ; X5_; et b les valeurs de la série. Comme la moyenne vaut b, la somme des valeurs
de la série vaut S= Nb. (1)
Cette méme somme vaut également S=a + X, + X3+ ... + Xn_; + b.
Commea<betx;<bpouri>1l,ona:S<a+(N-1)b. (2)
(1) et (2) permettent d’obtenir b < a ce qui est impossible donc la moyenne ne peut étre b.
b. En considérant S=a +x, + X3+ ... + Xy_; + b, comme a < x; < b pour 1 < i< N, on obtient :
(N-Na+b<S<a+ (N-1)b.
b—a s p_b-a
N
On en déduit que I'’ensemble des moyennes se situe dans l'intervalle ]a ; b[.
Pour prouver que I’ensemble des moyennes est effectivement dans cet intervalle, considérons un

A

Ce qui implique que : a +

nombre x quelconque de |a; b|.

On ne peut exploiter NILIP b—a =0 car cela ne prouvera pas que toute valeur x est atteinte, nil’exis-
tence d’'un nombre réel k tel que ka + (1 — k)b = x car k ne pourra étre écrit comme nombre
rationnel.

Construisons une série statistique a N valeurs (N > 2) telle que sa moyenne soit x : la valeur q, la
valeur b et N - 2 fois une valeur c a trouver.

a+(N-2)c+b Nx-a-b

— N  °F Sce= —~N_z -

Il suffit maintenant de choisir N pour que c appartienne a la ; bl.

b-a b-a
OnmontrequeascsboN= —— etN=
X-a -x

On adonc:

11 suffit de choisir un entier supérieur a ces deux nombres qui peuvent étre trés grand lorsque x est
proche de a ou de b.
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Probleme ouvert 2 BN @

Le professeur peut demander a chaque groupe d’éleves de lui fournir des données numériques en
les mettant toutes dans la premiere colonne d’un tableur.
Il pourra alors utiliser les fichiers fournis sur le CD pour, par copier/coller, obtenir une analyse

statistique de ces données.

Corrigés des exercices et probléemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 346.

Exercices d’application

n Variance : 7,51 Ecart-type: 2,74

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

7H9 _3032-30%
50

7,18

m-o;m+o]: 13,22 0,8

N | moyenne | écart-type
liste 1 36 11,5 1,96
liste 2 36 11,5 2,52

a. La somme de chaque liste de 36 notes est la

méme donc elles ont méme moyenne.

Les notes de la deuxieme liste sont globalement plus

éloignées de 11,5 que celles de la premiere liste.

b. 30 notes ayant comme moyenne 11,5 doivent

avoir comme somme 345.

Exemples: 15 notesde 11 et 15 notes de 12 ; 15 notes

de 6 et 15 notes de 20.

Pour réaliser un écart-type de 0,5 on peut résoudre

une équation :

(15 x (11,5 - a -11,5)2+15 x (11,5+a -11,5)2)
30

=0,52<a?=0,5%.

Donc ce qui convient : 15 notes de 11 et 15 notes
de 12.

On peut obtenir ce résultat a ’aide d’un tableur.

c. De la méme manieére on trouve ici : 15 notes de
7,5 et 15 notes de 15,5.

A T'aide du tableur on peut trouver d’autres solu-
tions comme par exemple :

7 notes de 7, 8 notes de 8, 8 notes de 15 et 7 notes
de 16.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.
B a. moyenne : 10,2

b.
LA lll.l.lll‘lll
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écart-type : = 3,02

[m-20;m+20]: 0,94
[m-3c;m+30]: 0,96
[ 6 JEX
Moyenne Ecart-type

Entra tobre 2004

ntre octobre 90,361 20,546
et septembre 2007
E 2!

ntre octobre 2007 150,056 46,081
et septembre 2010

b. On constate clairement une augmentation de
nombre de défaillances d’entreprises, ainsi qu'une
«variation plus grande » de ce nombre au cours de la
seconde période de 3 ans par rapport a la premiere.

a. Moyenne: 1,71 Ecart—type:0,0?S

b. Intervalle interquartile : [1,65; 1,75]

c. « 53 % des éleves de cette classe mesure entre
1,75m et 1,75m. »

n 1. a.etb.

A B
moyenne 2450 2350
écart-type 865,5 948,2
médiane 2450 2000
Q, 1700 1900
Qs 3200 3200
interaquartile | 1500 1300

2. Le couple (médiane ; intervalle interquartile)
parait plus approprié pour comparer la situation
dans les deux entreprises si on souhaite montrer
que globalement dans 'entreprise B la barre qui
indique la moitié des salaires est plus basse et que
les salaires intermédiaires y sont plus resserrés.



Mois 1 Mois 2
moyenne 994 998

écart-type 8,94 11,83
médiane 994 997
Q 989 987

Q; 997 1005
interquartile | ° 18

La moyenne et l'écart-type ont augmenté : les
valeurs sont « meilleures » mais plus dispersées par
rapport a la médiane le deuxieme mois.

E Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

N N a+b
11 R — — |/N=
(11 (ax 5 +bx 5 )/ 5

2 2
_ -b
G%%ﬁhﬁﬂ{ﬂazﬁ“ﬂzﬂj
N\ 2 2 2 2 2

N 10148
moyenne 7,698
écart-type 5,186
médiane 994
Q, 2
Qs 11
Intervalle
interquartile 9
D, 1
D, 15

b. Pour voir si les internautes sont plus fideles, il
faudrait que Q, et surtout D, augmentent.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.

~

|7

L & 10 15

J/

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.
Minimum : 100

Q,:175
Q5:300

Maximum : 375
Médiane : 245
Ecart interquartile : 125

a.

-
[T opian faffectif 469
T Gitaidaffeceif:15)

1l Bpaile juffoctif -154)

T sty

100D 1500 000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
g J

b. Les quartiles et médianes des salaires sont plus
élevés dans les deux entreprises ot les effectifs sont
plus élevés.

Les salaires les plus bas sont similaires dans les
4 entreprises.

Dans les entreprises o les effectifs sont plus élevés,
les salaires sont globalement supérieurs a ceux des
deux « petites » entreprises.

5
X
S
S
=
=)
S

Répondre aux questions posées a 'aide du
diagramme en boite suivant qui indique les
résultats d’'une classe a un test.
1. a. Quelle est la valeur de la moyenne ?
b. Quelle est la valeur du premier quartile ?
c.Quelle estla valeur la plus élevée ou maximum
de la série statistique ?
2. a. Quelle proportion des éleves de la classe
obtient des résultats inférieurs a 85 ?
b. Quelle proportion des éleves de la classe est
regue avec au moins 70 ?
c. S'il y a 23 étudiants dans cette classe, combien
d’entre eux ont eu au moins 70 ?

Résolution
1. a. median: 85
c. lower quartile : 70

b. upper quartile : 90
d. greatestvalue orupper
extreme : 100

2. a.50% b. 75% c.18

m a. C’est vrai car la moyenne d'un groupe
faible (ou fort) a augmentée. Mais cela n’a pas beau-
coup de sens car les éleves ont stirement changé de
groupes.

b. Si on suppose qu’au cours de chaque trimestre
chaque éleve a eu comme moyenne la moyenne des
notes de son groupe, les moyenne des notes d’an-
glais des 100 éleves sont :

1" trimestre - 3x20%x12+2x20%x8 ~104
100
2 trimestre - 3 x 20 x 8,5;;)5 x 20 x 12,5 —98

Les délégués peuvent effectivement avoir raison.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 346.
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Raisonnement logique

a. Faux. Contrexemple :les 3 salaires suivants:
1000, 1900, 2000 qui ont une médiane de 1900 et une
moyenne de 1300.

b. Faux. Contre exemple : les 3 salaires suivants :
1000, 1900, 2000. Augmenter la plus grande valeur
ne change pas la médiane

c. Faux. Contre exemple : les 3 salaires suivants :
1000, 1900, 2000. La moitié de la somme des valeurs
extrémes (1500) n’est pas une bonne approximation
de la moyenne (1300)

d. Vrai. Exemple : 500, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000,
1000, 2000. La médiane, Q, et Q, valent 1000. Le
diagramme en boite est :

500 1000 1500 2000 J

e. Faux Contre-exemple : 1000, 1000, 1000, 7000.
Moyenne : 2500. Q;=Q3=1000.

a. Faux. Contre-exemple : en premiere ES1 il
y a 30 éleves qui ont tous une taille de 175 cm et en
premiere ES2 il y a 30 éléves qui ont tous une taille
de 170 cm. Les moyennes différent de 5cm mais les
deux écart-type sont égaux a 0.

b. Faux. Contre-exemple :

1ES1 1ES2
Notes filles 1 fois 20 29 fois 19
Notes garcons 29 fois 11 1 fois 10
1ES1 1ES2
Moyenne
20 19
notes filles
Moyenne 1 10
notes garcons
Moyenne 11,3 18,7
classe

Restitution des connaissances

_ XXXy

, =
X, = =X +X,+...+x, =NX

1 | 171
Nl

_ Fya Xy et Xy .

X, = =Xy, Tt Xy =N,
2

— x+N,x, N, _ N,_

donc x == - —*2=—Lx +—2%,.

N N N
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Oui.
Exemple: 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10,
10, 10.

Moyenne 10 Ecart-type : 0

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 347.

Préet pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 347

Problémes

Efl 1 y aurait eu une barre supérieure a 14 et
¢ 11 candidats qui ont eu 0,

¢ 1 candidat qui a eu 14,

¢ 323 candidats qui ont eu plus de la barre et moins
que 20,

e 1254 — 323 -1 — 11 = 919 candidats qui ont moins
que la barre et plus que 0.

En notant TE le total des moyennes de candidats
ayant échoués (saufles 11 et Jean) ,

en notant TR le total des moyennes de candidats
recus,

en notant b la barre on peut écrire :

0<TE<919b

323b < TR =<323x%x20
TE+TR=8x1254-14=10018

b>14

Une solution possible est : b=15 ; TE = 5238 ;
TR = 4780 soit par exemple tous les candidats recus
ont une note de 14,8 et tous les candidats recalés
(sauf Jean) une note de 5,7.

Beaucoup d’autres solutions sont possibles donc un
recours ne servira a rien.

La moitié ou 70% ?

http:/lwww.insee.fr/fr/themes/document.asp?ref_
id=T10F051
http://lwww.insee.fr/fr/themes/tableau.asp?reg_
id=0&ref_id=NATSEF04142

En 2007 le 7¢ décile est a 2004 €, ce qui correspond
environ au salaire moyen qui est de 2001 € .



E @ Avant Stratégie 1 Stratégie 2
L. a 1500 1575 1694,41
h 1600 1680 1794,41
Tl 1700 1785 1894,41
) A 1800 1890 1994,41
— R 1900 1995 2094,41
L 2000 2100 2194,41
' 2100 2205 2294,41
1_Esaen 2200 2310 2394,41
o _I ' :; 16 12 .14 15 18 20 2300 2415 2494,41
2400 2520 2594,41
- o 2500 2625 269441
b. Les intervalles interquartiles sont en baisse, la 2600 2730 279441
meédiane de S en hausse, celle d’ES en baisse. 2700 2835 2894,41
Le troisieme quart des éleves de ES ont des notes 2800 2940 2994,41
dans un intervalle de petite taille, voire la méme 2900 3045 3094.41
note. 3000 3150 3194,41
2. Nombre total d’éleves en 3000 et en 3001 : 2300. 3100 3255 3294,41
La moyenne des notes en mathématiques de tous 3200 3360 3394,41
les éleves a baissé de 12,87 a 12,79. 3300 3465 3494,41
Les moye,nnes. des notes des éleves par filiere ont 3400 3570 359441
augmenté : voir les tableaux. 3500 3675 369441
3. 3650 3832,5 3844,41
Effectif Moyenne 3800 3990 3994,41
3950 4147,5 4144,41
ES 300 14,2 4100 4305 4294,41
s 1200 12,2 4250 4462,5 4444,41
4400 4620 4594,41
S 400 12,2 4550 4777,5 4744,41
STI2D 200 14,2 4700 4935 4894,41
ST2S 200 12,2 4850 5092,5 5044,41
5000 5250 5194,41
Moyenne de tous les éléves en 3002 : 12,63 5500 5775 5694,41
P 6000 6300 6194,41
@i 6500 6825 6694,41
PARTIEA, B 7000 7350 7194,41
8000 8400 8194,41
a. Somme des salaires 147750€. 9000 9450 9194,41
b. Médiane et quartiles de ces salaires. 10000 10500 1019441
Avant Stratégie 1 | Stratégie 2 PARTIE C
Q; 2400 2520 2594,41 1. 2. Avec les deux stratégies il y a un employé en
Médiane 3350 3517,5 3544,41 moins et un cadre en plus.
Q, 4700 4935 4894,41 Evolution des salaires moyens de chacune des
catégories :
c. Diagrammes en boites
r N Stratégie 1 Stratégie 2
LA L Ll VR A R LR ool i LA L 2,86% 5,89%
— I 1,35% 1,18%
: 1,65% 0,05%
\ J 5,00% 2,16%
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3. Elle n"augmente pas car méme si les salaires de
ceux qui étaient cadres ont augmenté, s’y est ajouté
un cadre avec un salaire « bas ».

m o

Salaires mensuels Effectifs
[1500; 2 000][ 80
[2 000 ; 2 500[ 40
[2 500 ; 3 000[ 40
[3000;3500( 30
[3500; 4 000[ 10
b. Somme des effectifs : 200
2. a.
Moyenne 2375
Ecart-type 629,98
Q 1750
Médiane 2250
Q, 2750
b.
_ == 1
{ 1500 2000 2500 3060 3500 J

c. Somme des salaires versée par mois : 475 000 €
3. a.
moyenne 2368,75
écart-type 642,67
Q, 1810,94
médiane 2243,75
Q, 2865,63

196 ¢ 8. STATISTIQUES

T T T T >
1500 2000 2500 3000

c. Somme des salaires versés par mois : 473 750 €

Ed Minimiser des sommes de carrés
1. a. (a- 12+ (@-2)*+ (a-3)%+ (a-4)?*+ (a-5)?
+(@-6)2+ (a-7)2%+ (a-8)2=8a?-72a + 204.

1< ; .
b. _2(“ - xi)Z est minimale en a = 4,5.

i=1

1 8
C. gzxi =4,5.
i=1

2. a.

Al'aide d’'un logiciel de calcul formel on écrit :
S(@ = ((1)/(20)*((@-1.5)"(2)

+ (@a-2.31)7(2) + (a-3.6)M(2) + 2*(a - 3.8)A(2)
+5%(@-3.9)72) +4*(a-4.1)M2) + 3*(a-4.5"(2)
+(@-5)"2) + (a-5.3)"2) + (a-6.7)"(2))

La simplification par le logiciel donne :

((200000*a”(2) — 1628200*a + 3514461) /(200000))

ou encore a2 —8.141*a + 17.572305

b. La moyenne de la série statistique est 4.0705 et
20

minimise également 2_102(“ - yt.)2 .

i=1



9. Probabilités

Objectifs et pré-requis
On introduit dans ce chapitre la notion de variable aléatoire qui permet de modéliser des situations
et de justifier certaines expériences effectuées en classe de seconde.
On utilisera les arbres pondérés pour modéliser la répétition d’expériences identiques et indépen-
dantes. On se limitera a ce seul cadre afin d’éviter toute confusion avec des situations relevant des
probabilités conditionnelles.

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n° 9 du 30 septembre 2010)

Contenus Capacités attendues

Variable aléatoire discréte et loi de probabilité. | e Déterminer et exploiter la loi d’'une variable aléa-
Espérance, variance et écart-type. toire.

Modele de la répétition d’expériences identi- |  Interpréter I’expérience comme valeur moyenne
ques et indépendantes a deux ou trois issues. |dans le cas d'un grand nombre de répétitions.

* Représenter la répétition d’expériences identi-
ques et indépendantes par un arbre pondéré.

e Utiliser cette représentation pour déterminer
la loi d’'une variable aléatoire associée a une telle
situation.

Corrigés des activités

IO Des boules dans I’arbre

3
Oa.p(B):g.
b. La méme probabilité.
3 3 9
. B;B)= —x—=—.
e P ) 5X5 25
d.
3 ‘B)= 3x3_39
5 B————— PBiBI=5xg5=05
3 B
> 2
2 N, ,B:N<=3x2-8
5 pBiIN=Fx5=25
3 2.3_6
I3 —_ N;B)=£x2=2
2 5 B p(N;B) =5 x5 =25
5 N
: N—— pN;N)=2x2-4
5 57525
9 4 13
. é 1 =pB;B N;N)=z —+—=—.
e. p(méme couleur) = p( )+ p( ) 25+25 »e

O a. p(0 boule blanche) = p(N ; N) % . p(1 boule blanche) = p(B; N) + p(N ; B)

6 6 12 9
= —+—=—"p(2 boules blanches) =p(B; B) = —.
2525 25 p(2 boules blanches) = p( ) 25
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b. Sur 0 boule blanche : 500 x % =80. Sur 1 boule blanche : 500 x ;—i =240.

Sur 2 boules blanches : 500x 215 =180.

0x80+1x240+2x180

1,2.
500

C. X=

d. Sur 0 boule blanche : 10 000 x 2i5 =1600. Sur 1 boule blanche : 10 000 x ;—i =4800. Sur 2 boules

blanches : 10 000 x % =3600.

- 0x1600+1x4800+2x3600 _
- 10000 -

e. Ce nombre estle méme.

1,2.

o a. On peut espérer gagner 0,2 jetons par partie.
b. Pour 100 parties, le gain moyen est de 100 x 0,2 = 20 jetons.

Corrigés des Travaux pratiques

Juin= B Pas si aléatoire que ¢a ”

@ a. Le montant du jackpot est initialement 12 (cellule G4). Les gains possibles du joueur sont donc 2,
4etl2 €.
Pour une mise de 1 €, les bénéfices de Mina sont : 1€ sile joueur perd; 1-2=-1 € sile joueur fait 10;
1-4=-3€silejoueur fait11;1-12=-11 € sile joueur fait 12.
b. Le bénéfice total est la somme des nombres situés dans la plage E3:E102.
c. Structure de I'algorithme

Si la somme des dés vaut 10
Alors le bénéfice vaut -1
Sinon
Si la somme des dés vaut 11
Alors le bénéfice vaut -3
Sinon
Si la somme des dés vaut 12
Alors Te bénéfice vaut 1 - le jackpot
Sinon le bénéfice vaut 1

@ b. 1l semble que Mina fasse un bénéfice plus souvent qu'une perte mais cela ne se vérifie pas
toujours.
d. La difficulté réside a se mettre d’accord sur le mot « raisonnablement ». On peut s’entendre sur le
fait que la valeur maximale cherchée permet un bénéfice de 10 cts en moyenne au moins trois fois
sur quatre. On pourra considérer 18 comme une bonne réponse mais les éleves peuvent répondre
favorablement avec 19 selon les résultats de leurs essais.

€ a. Chaque issue d'un dé a une probabilité de é .

Chaque couple ordonné est équiprobable de probabilité éx% = % .
b. Les trois couples permettant d’obtenir 10 sont (4 ; 6), (5;5) et (6; 4).
e s 1
La probabilité que la somme fasse 10 est donc p(10) = 3—36 TR
c. Les deux couples permettant d’obtenir 11 sont (5 ; 6) et (6 ; 5). La probabilité que la somme fasse
2 1

11 estdonc p(11) = —=—.

pil) 36 18
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L'unique couple permettant d’obtenir 12 est (6 ; 6). La probabilité que la somme fasse 12 est donc

1
12)= —.
p(12) 36
d. Laloi de probabilité de ce jeu est la suivante :
X; 1-p -3 -1 1
1 2 3 30
X =x; — = = 27
4 ) 36 36 36 36
1 2 3 30 _1-p-6-3+30_22-p
e. E 1- — +(-3)x — +(-1)x — +1x =
K =(=p)x g + 3 x g5 +EDx g 36 36 36

On résout E(X) = 0,1, soit 223;’7 = 0,1.

22 -p=3,6  p=18,4. Cerésultat confirme les conjectures de la question 2. d.

@ a. Pour x lancers, on peut espérer en moyenne un bénéfice de 0,1x, donc la droite représente les
bénéfices cumulés que I'on peut espérer.
b. On peut constater une certaine variabilité des bénéfices mais on peut interpréter la droite comme
une courbe de tendance.

Algorithmique 1 Un jeu équitable est-il peu risqué ? @

(1) a. Un « pile » ou « face » est simulé par un entier choisi aléatoirement entre 0 et 1.
Le lancer de deux pieces est simulé par la somme de deux entiers aléatoirement choisis entre 0 et 1.
On a ici fait le choix d’associer « pile » a 1 et « face » a 0 (le test L, ())=0 indique le nombre de « face »
obtenu).
b. I estle nombre de parties que I'on souhaite jouer.
iindique le rang d’une partie.
c. L,(D) estle gain obtenu a la I®™¢ partie.

d.
Exemples sur TI 83plus
prgnP ILEFRCE
e | BB
B 4520 Less EDHRT?:TE;EEE;IQ?{

e. Lejeu ne semble ni favorable ni défavorable au joueur car la moyenne n’est pas de signe constant
(et méme proche de 0 pour N grand).

O a

Avec calculatrice TI 83plus Avec calculatrice Casio graph35 +

PROGRAN: PILEFACE ======P ]| EFACE======
Promet M 7

-E”‘Hﬁ & L1 ClrList

iForils1:Ha For 1*I To He

ko Lo g R RanInL#Ce, 11 +RanInt4(
HléaL(E" [3+L1213 % %E}-I;anlnt#(@:l)-}Lls
Ja Lithi=a If List 1[I1=04

sy Then -123List 1[Il
ELARE S IfEnda

=Eﬂ§ femte, ble List la
i T o - & aria e 1=
maégneggag:ﬂfw ZHOVENE"

iDisp " 7
E":e\:art—tspe{u ;_ECFIRT-T'Y'F'E"J
[ToF 677 IS S e W
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Exemples sur TI 83plus
g [LEFRCE
E;ngILEFHEE E%Fjﬁ
MOYEHNE s HOVERHE T
ECART-TYPE _ ECART-TWPE -
3.87187g621 S.42439247
al

c. La encore, le jeu ne semble ni favorable ni défavorable au joueur car la moyenne n’est pas de
signe constant (et méme proche de 0 pour N grand).

d. Les écart-types du deuxieme jeu semblent néanmoins plus importants, ce qui pourrait indiquer
une plus grande fluctuation des gains et donc un risque plus important.

© a

1 . 1.,1_1
1 iP)= 2 x 2=
2 P > PERiP)= 5573
1 P
2 1 F4>p(p-p):lxl=l
2 ’ 22 4
1 . 1,.1_1
= = = —_ = —
- 5 P———— pEP)= Sx5=1
2 F
l F >p(F'F)=le=l
2 ’ 22 4
On en déduit la loi de probabilité du premier jeu :
x; -4 1 2
1 1 1
X=x; - — —
pxX=x) 4 2 4

E(X):—4><l +1><l+2><l :—1+l+l:0
4 2 4 2 2

1 1 1 1
VIX)=(-4)2x — +12x — +22x — =4+ —+1=5,5
X) = ( )><4 ><2 ><4 5

o(X)=+55=2,34.
b. E(X):—12><1+1><§+2><§+3><l:—£+§+§+§:0
8 8 8 8 8 8§ 8 8
V(X):(—12)le+12><§+22x§+32x1:£+§+2+g—@: 21
8 8 8 8 8 8 8 8 8

o0 =21=458.

c. Les deux lois ont méme espérance mais I'écart-type du second jeu est plus important.

d. Les deux jeux sont équitables car ’espérance vaut 0 pour chacun d’eux, mais le second jeu
est plus risqué dans le sens ou les variations possibles des gains sont plus importantes (le risque
pouvant étre positif ou négatif).

I gelel = =Neligi=ig v B8 Plus de chance de faire plus ?

En notant p la probabilité d’obtenir 1, on a:
p() =p, p2) =2p, p(3) =3p, p(4) = 4p, p(5) = 5p et p(6) = 6p.
Or la somme des probabilités vaut 1, donc p+2p+3p+4p +5p+ 6p=1.

On en déduit 15p =1 puis p = 1—15 .

|o

On peut donc calculer p(6) = 6p = =

w
[S RN
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Probleme ouvert 2 BCX:CX R

En notant p la probabilité d’obtenir 1, on a:
p(1) = p(6) =p, p(2) = p(5) =3pet p(3) = p(4) =2 x 3p=6p.
Or la somme des probabilités vaut 1, doncp+ p+3p+3p+6p+6p=1.

On en déduit 20p =1 puis p = ZLO .

1 3 6

On peut donc calculer p(1) = p6) = — , p2) =pB)= — etpB)=p@4) = —.

p p() = p(6) 20p()p() 20 p3) =p@) 20

Les 20 faces étant équiprobables, leur répartition est : 1 et 6 sur une seule face chacun, 2 et 5 sur trois
faces chacun, 3 et 4 sur six faces chacun.

Probleme ouvert 3 BLCELEHG

En notant p la probabilité de tirer une boule blanche, alors la probabilité de tirer deux boules blan-
ches lors de I'expérience est p2.

N 25 P 5
D’apres le tableau, p2 = o1 On en déduit que p = 3
. 1
En notant n le nombre de boules noires dans I'urne, on a alors : 102 = g .
n

Soit8x10=5x(10+n) < 80=50+5n< n==6.
Il'y a 6 boules noires dans I'urne.

Probleme ouvert 4 ELTH{ILUDH

Une représentation en tableau permet une bonne comparaison. On choisit de mettre une étoile
lorsque le témoin n’a rien vu.

Témoin n°1 AB *74 **
Témoin n°2 ** 442 BL
Témoin n°3 AC 414 PL

© Les plaques dont le numéro ou la lettre a été vu par deux témoins au moins sont de la forme :
A*4*4*L
Il manque donc deux lettres et un chiffre, le nombre de possibilités est 26 x 26 x 10 = 6 760.
@ Nombre de plaques possibles vues par témoin :
¢ premier témoin : 10 x 26 x 26 = 6 760
* deuxieme témoin : 26 x 26 = 676
e troisieme témoin : 1
Soit au total 7 437 plaques.
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Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer b.
Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le ) LEL 1 2 3 1 5 6
manuel, p. 347. Dé 2
1 2 3 4 5 6 7
Exercices d’application 2 S|4 || 8] 7|8
3 4 5 6 7 8 9
Il Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.
4 5 6 7 8 9 10
a. 1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24,
25, 30. 5 6 7 8 9 10 11
b. 0,1,2,3,4,5. 6 7 8 9 10 11 12
c. 1,2,3,4,5,6.
(3 | -
X; 2|13(4(5|6|7|8(9]|10|11|12
x; 0 1 3 5 10 -
1123 |4|5|6|5|4|3 (2|1
13 3 2 1 1 PX=%) ||| 27 2a |20 20 20 |30 |20
pX=x) — — — — — 36(36(36(36|36|36|36(36|36|36|36
20 20 20 20 20
KBl = p(x=2)=2 x p(X=1), donc p(X=1) + p(X=2) +
p(X=3) + p(X=4) + p(X=5) + p(X=6) =9 x p(X=1) = 1.
x; 0| 1|23 ]| 4] 8]10 . 1
D'oup(X=1) = —.
Xexy| 2| 73| B8 |6 |6 |25 ’
PiE =% 102 | 102 {102 [ 102 | 102 [ 102 | 102 b.
x; 1 | 2| 3| 4|5 |66
Bl Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347. 1 9 1 9 1 9
. Ny et I I S I S
I Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347. 9 9 9 9 9 9
1
1. a. p= T n a.
b x; |1[(2]|3[4|5[6|7|8|9]10
Dé1 7 213(3|13]3|3|312]2/1
i 1 2 3 4 PX=%) 55155 |25 | 25|25 |25 |25 |25 | 25 | 25
Dé 2
1 2 3 4 5 b. E(X) =5,32.
2 3 4 5 6 m Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.
(11 J]
3 4 5 6 7
% 1 2 3 4 5 6
< 5 6 7 8 6 | 5 | 4 | 3 2 1
pPX=x)| — | — | == | == | == | ==
c. 21 21 21 21 21 21
% 2 5 8 1| b Ex-= g ~2,667.
1 2 3 4 3 2 1 R .
pX=x) Wl l16!l16 161 16 1. Cot organisateur : 6 x 3100 + 500 x 52 +
2000 x 12 =68 600 €.
1 Nombre de participants minimal :
2. a.p=—
36 68590 _ 196 000 .
0,35
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2. a.
X; 0 12 52 3100
X=x) 277494 | 2000 500 6
PiE=X 280000 | 280000 | 280000 | 280000

b. E(X) =0,245 €.
c. B=0,35-0,245=0,105€

d. B’=0,35.
EE -
X; -0,5 1
3 1
X=x; = -
pX=x) 4 4
E(X) =-0,5 x % +1x i =-0,125.
3 1 3 1
b. EX)=nx 1 +1x 1 =0 nx 1°73
1
Sn=-—.
3
a. p(X=3) = 20,8%. SLats dgver
b. E(X) =1,348 ><§134. =
o (0 ~13 =xt=351.8

Sx=
ax=1,304154836
n=18a

EA a. Lasomme des probabilités fait 1.

b. EX) = % LE(Y) = %= 1,5. EX) > E(Y) donc le
premier jeu permet d’espérer des gains sensible-
ment meilleurs.

c. 0(X)=3,2eto(Y) =5,4.0(Y) >c(X) donc les gains
du second jeu sont plus variables, le risque est plus
important d’obtenir des résultats éloignés de I’espé-
rance.

EA Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.

a.
X; -5 1 5 8
3 3 2 2 1 1
X=x) | — | = | = | = | = | =
4 ) 12 12 12 12 12 12

b. E(X) =1,25. Le jeu n’est pas équitable.

c. EX)=Px i +1x i +3x — +4x — +5x
12 12 12 12

L +8x 1 =0=Px 3 +@ =0=P=-10

12 12 12 12

EE) Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.

a. Y=2012-X
b. E(Y) =2012-E(Y) =35, 0(Y) = |- 1| x o(X) = 18.

a=1ou-1.
Sia=1alorsb=3
Sia=-1alorsb=3+2EX)

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.

1.a.
43% -~ 0—>p(0;0)=18,49%
a5 %— A —>p(0;A)=19,35%
0=<<9%—B—>p(0;B)=387%
/ 3% “AB—>p(0;AB)=1,29%
3% 0 —>p(A;0)=19,35%

43 %

45 %— A —>p (A;A) =20,25%

oA 9%—B—p(A;B)=4,05%
45 % 3%

AB—> p (A; AB)=1,35%
9% 43% 0—>p[B;0)=3,87%
B 15 %— A —> p (B; A) = 4,05 %
9%—B-—>pB;B)=081%
3o 3% ~AB—> p (B; AB) =0,27 %
0—>p((AB;0)=129%

\ 43 %
15 %— A —>p (AB;A)=135%
AB 9%— B —>p(AB;B)=0,27%
3% ~AB— p (AB;AB)=0,09%

b. pl=67,51%

c. p2=98,56%

2. On note M I'événement contraire : «<ne pas avoir
le groupe O». p(M) = 57%.

On cherche le plus petit entier n tel que p(M)" < 5%.
n = 6. Il faut 6 personnes.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 347.

==
e

2. a.
X; 1 2 3 4
1 1 1 1
X=x; = = = =
P ) 2 4 8 8

1 .
b. EX) = 35 . On peut espérer lancer la piece un

peu moins de deux fois.

3. a.
x; 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
X = x; = = = — | = | =
4 ) 2 4 8 16 | 32 | 32
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b. Jusqu'al’avant derniere valeur de X,
n
pX=n)= (%) est une suite géométrique.

c. 1l suffit de ne pas mettre de nombre de lancers
maximum.

1. Pourla modélisation, voir exercice avec
6 répétitions, les issues étant G et P.

2. p=(85%)¢=37,7%.

3. a.

s 1| 2 | 3 4 5 6

X,
pX=x;) |15% |12,25%|10,84%| 9,21% | 7,83% |44,87%

b. E(X) = 4,17. On peut espérer avoir la bonne
réponse apres environ quatre appels.

Raisonnement logique

pIy a. Faux.
b. Vrai.
c. Faux.

a. Vrai.
b. Faux.
c. Vrai.
d. Faux.

a. Si toutes les valeurs de X sont dans 'in-
tervalle [3 ; 5], alors E(X) est situé dans I'intervalle
[3;5].

b. Si E(X) =7 et o(X) = 2 alors il existe des valeurs de
X qui sont dans I'intervalle [5; 9].

c. Sio(X) =0, toutes les valeurs de X sont égales a

EX).

y2) 1. a. (P,) : Si E(X) est négatif, alors toutes les
valeurs de X sont négatives.

a. (P3) : Si E(X) est positif, alors il existe des valeurs
de X positives.

b. (P, : Si il existe des valeurs de X positives, alors
E(X) est positif.

2. a.(P) & (Py) et (P,) & (P,).

b. (P)) et (P3) sont vraies, (P,) et (P,) sont fausses.

Restitution des connaissances

Ed a voo= 3, - £y

i=1

p,(x? - 2x,E(X)+ E(X)")
1

3

1]
.M=

px> =Y p,x2x,E(X)+ Y, p, xE(X)*
i=1

i=1

2

1]
&Mz

i=1 i=1

p,x’ - 2E(X)i px, + [2 P, J x E(X)

204 9. PROBABILITES

=Y pa? - 2EX)x E(X)+1x E(X)' =Y px? - E(X)’
i=1 i=1
b. EC0 =33

V) = Y px, —(ECO)

i=1

=0,1x12+0,3x22+0,4x4%2+0,2x5%2-3,32=1,81.

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 347.

Préet pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 347

83274 1
360000 4,32
Gain total : 8 x 1000 + 6 x 200 + 560 x 100 + 950 x 15
+9400 x 5 + 28000 x 2 + 44350 x 1 = 226 800.

226800

EH a. Probabilité de gagner :

Part redistribuée : =63%.
360000
b.
% -1 0 1 4
276726 | 44350 28000 9400
pX=x)
360000 [ 360000 | 360000 | 360000
X; 14 99 199 999
950 560 6 8
pX=x;)
360000 | 360000 | 360000 | 360000
E(X) =-0,37.

Ed a 5x5x5=125.
1 1.1 1

b. —x—x—=——.
10 10 10 1000
2 2 2 2 2 1 20 1
C. — X—X—+3IX—X—X—=——=—
10 10 10 10 10 10 1000 50
1. a. p(1 numéro) = L ; p(parité) = 18 ;
37 37
18 12
couleur) = — ; p(douzaine) = — ;
Pt ) 37 Pl ) 37
; 1 1
b. E(1 numéro) =36 x — —-1=—-—;
37 37
18 1
E(parité) =2x — —-1=——;
(parité) =2 - 37
1 1
E(couleur) =2 x 18 -l=——;
37 37
E(1 numéro) =3 x 12 _1=_i_
37 37



2. Aucun, ils sont tous aussi défavorables.

3. a.p= (1—3] =~ (0,056.

19

b. p=|— | =0,070.
- (3]

Traduction

Dans une urne se trouvent 10 boules bleues et 15
boules rouges.

1. Markus tire au hasard une boule de cette urne.
Quelle est la probabilité que la boule tirée soit
bleue ?

2.La premiere boule tirée est remise et Markus
tire une deuxieme boule au hasard.

a. Quelle est la probabilité que les deux boules
tirées soient bleues.

b. Soit X1a variable aléatoire qui donne le nombre
de boules bleues obtenues apres deux tirages.
Quelles sont les valeurs prises par la variable aléa-
toire X ? Déterminer la loi de probabilité de X.

Corrigé
10

1. p= =0,4.

b= 25
2. a.p’=0,42=0,16.
b. X prend les valeurs 0, 1 et 2.

X; 0 1 2
pX=x) 0,36 0,48 0,16

1. Airedelacible: wx9%=81w avec une proba-
bilité de 90%.

. . 1 .
Aire de la zone jaune : 7 x 3% = 9, soit 3 de l'aire de
la cible d’ot1 une probabilité de 10%.
Aire de la zone rouge : m X 62— 7 x 3%2= 277, soit % de

I'aire de la cible d’ol1 une probabilité de 30%.
2. a.

x; 0 3 5 7
pX=x) 10% 50% 30% 10%
b. EX)=3,7;0(X)=1,8.
3. a.
x; 0|3[(5|6|7|8|10({12|14
pX=x) | 1% |10%| 6% |25%| 2% [30%(19%| 6% | 1%

b. EV)=74;0X) =
1l semble que E(Y) =2 x E(X).

10
1. pz(i) __L

2 1024

. . s . 1
3. a. (u,) est une suite géométrique de raison E .

b. lim u, = 0. La probabilité qu'’il joue indéfiniment
est nulle.

1. a.

Tant que A=6 faire
Affecter a A 1a valeur d’un Tlancer de dé

b. En théorie cette boucle peut ne jamais finir car
on peut ne jamais faire 6.
c.

Choisir Ta valeur de N
Pour i variant de 1 a N
Affecter a A 1a valeur 0
Affecter a S Ta valeur 0
Tant que A=6 faire
Affecter a A la valeur d’un lancer
de dé
Affecter a S l1a valeur S + 1
Mettre S dans la iéme Tigne de Ta
Tiste L
Afficher un histogramme de la liste L

Voici un exemple de programmation avec une TI
83plus.fr. Cet exemple est simplifié par rapport a
I'algorithme précédant en limitant le nombre de
variables. Il impose aussi que le graphique soit para-
métré pour afficher un histogramme de la liste L1.

F'R’DERFIH LOIGECOHM
EFfLi L L1

I

Fl:a‘-.E 'I.,H‘.I
whlle entAléat
CIFD

1,

1h+13A
tEnd
SRMLACID
tEnd
PRffGrarh

2. a.En abscisse on retrouve le nombre de lancers
réalisés avant d’obtenir un 6.

En ordonnée, I'effectif de ces séries.

b. Sur 20 lancers, la probabilité d’obtenir un 6 étant

1 . - R
de 5’ on peut espérer que ’expérience s’arréte
N 1., . . .
apres seulement un coup 20 x 8 fois, soit environ

3,3 fois. Donc 4 fois est un résultat cohérent.
c. L'expérience la plus longue a compté 14 lancers.
3. a.Lexpérience s’arréte apres un lancer si celui-ci

e g 1
donne un 6. La probabilité est donc e
Lexpérience s’arréte apres deux lancers sile premier
ai O
lancer ne donne pas 6 (probabilité E) et que le

second donne un 6. La probabilité est donc
5 1 5

=X— .
6 6 6
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b. L'expérience s’arréte apres n lancers siles n -1
premiers lancers ne donnent pas 6 (probabilité

n-1
(g) ) et que le n*™¢ lancer donne un 6. La proba-
n-1
bilité est donc 1 X s .
6 |6

4. a.Comme Charline a répété 400 fois I'’expérience,
le nombre théorique d’expériences se terminant

n-1
1 (5
apres n lancers est : 400x B X (EJ .

206 ¢ 9. PROBABILITES

b. Graphiquement la modélisation semble satis-
faisante car I'histogramme et la courbe sont assez
proches.

c. La limite de (u,) est le nombre de lancers théo-
rique tels que n tende vers +oo, c’est-a-dire tel que
I'expérience ne s’arréte jamais. On retrouve naturel-
lement que lim u,, = 0 car («,) est une suite géomé-

. . 5
trique de raison s <1.

C’est l'occasion de comprendre le titre du
probleme.



10. Loi binomiale.
Echantillonnage

Objectifs et pré-requis

Extrait du programme (Bulletin officiel spécial n°9 du 30 septembre 2010)

Contenus

Capacités attendues

Epreuve de Bernoulli. Loi de Bernoulli.

Schéma de Bernoulli, loi binomiale (loi du
nombre de succes).

Coefficients binomiaux, triangle de Pascal.

¢ Reconnaitre des situations relevant de la loi

binomiale.
¢ Calculer une probabilité dans le cadre de la loi

binomiale.

< n n n+l
* Démontrer que + S
() )-)

* Représenter graphiquement la loi binomiale.
¢ Utiliser I’espérance de la loi binomiale dans
des contextes variés.

Corrigés des activités

Probabilités en famille
O a

p
G
p q
q p
F
q
1
b. p=—
p 8
c. 3issues
d. 3issues
o pod
- 1= 8

P G—>(G;G6;G)
F—>(G;G;F
p G—>(G;F;0)
F ——(G;F;F)

G —>F;G;G)

p
G <
q F—>(F;G;F)
F—>F;F; B
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@ a. 16 issues équiprobables de probabilités % .

b. i) 3 possibilités
ii) 3 possibilités
iii) 6 possibilités
6 3
T16 8

C. P

O -

6

6 11 G—>(G;G;Q)
0 e—___
5 F——>(G;G;F
1 6
R 11 G—>(G;F;0)
i F—"
5 F—>(G;F;F)
6 11
6 11 Gc—>F;G;G)
i ¢ —_
5 F—>(F;G; P
1 6
1 5 F——> (F;F; F)
11

3 3
6 5
b. p3G)= | — | =0,162.pBF) =|-—| =0,094.
pB3G) (11] pBBF) (11}

5 5 6 150
c. pF;F;G=pG;F;F)=pF;G;F)= —x—x—=——.
Pt )= )=p ) 11 11 11 1331

P(2F1G) = 3x 1150

= 0,338.
331

2 simulation d’un jet de brique

PARTIE A
@ Les différences que I'on observe sont dues 2 la fluctuation des observations.

O 037045 0,18

PARTIE B
@ 1l faudrait connaitre les probabilités pour qu'une brique tombe a 'endroit, et 4 I'envers.

O Les valeurs qui peuvent étre obtenues dans Al : entiers entre 1 et 100;
dans B1 : 1 ou 0 avec les probabilités respectives 0,37 et 0,63.

© a. Formules demandées correspondant dans cet exemple a la ligne 33 du tableur.
Cellule C3 =SI(B3<=37;1;0)
Cellule D3 =SI(ET(B3>37 ; B3<83);1; 0)
Cellule E3 =SI(B3>=83;1;0)
b. Ces cellules correspondent a une simulation du lancer d'une brique siles probabilités respectives
sont de 0,37, 0,45 et 0,18

@ a. On ne peut pas savoir a partir d’une seule simulation. De plus on prend au départ des probabi-
lités supposées de 0,37, 0,45 et 0,18
b. Algorithme : effectuer de nombreuses simulations, noter les variations des effectifs dans les diffé-
rents cas et comparer ces effectifs aux 40/40/20 que Laurent a annoncés au 4° résultat.
c. On peut remarquer que sur de nombreuses simulations de 100 lancers 'effectif pour « endroit »
atteint des valeurs parfois éloignées du nombre 37 attendu.
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Corrigés des Travaux pratiques

JYiM=EE  Le triangle de Pascal

@ Laligne 2 et la colonne B ne sont pas nécessaires a la construction du triangle. Elles peuvent étre

saisies mais bien stir on peut le faire a 'aide d'une formule.
Pour appliquer la construction du triangle avec la formule (k

valeurs initiales de la ligne 3 et de la colonne C.

n+1

- + , il faut saisir les
+1 k k+1

© Pour construire le triangle, il suffit de saisir en D4 la formule =C3+D3, de la recopier vers la droite et

vers le bas.
< A B (4 ] E [ H I 1 K L T M
1
2 somme i | 1 i 3 4 5 6] T B 8 hl1]
37 Z i 1 1 1
4 El i 5 -l il [ [ il [
5 ] 3 1 3| 3 1 [
6 6 [ 1 4[| q i |
7 32| 7 1 5 10 5§ i |
B ] | 1 i 15 20 TS| 6 1] |
9 128 | i i 34 35 36 [ 7l 1
1] 756 L] 1 a 20 3 0 S B 1]
11 512 = 1 ] - BI[ 25| 178 ] gl 1
12 ozl 1 10 45 1z0] 210|253 zw|  1z0[(El o i
13 Z04E [ ;1._ i Ti 55 165 40| 42| 482 530 165 I_:QL i
14 4086, 18 1 1 B 220 495 79 b24 oz 495 220 ES|

o a. Les coefficients binomiaux ( ] sont en gris (en violet sur le CD) dans les cellules C4, D5, E6

.. M14.

b. On les retrouve dans la colonne E (en bleu sur le CD), correspondant a k = 2 car [ n 2] = (ZJ .
n—

c. Lacolonne E est construite en ajoutant un a un les termes de la colonne D. Le n®™¢ terme (ZJ est

donc obtenu en faisantlasomme 1 +2 +3 + ... + n.
On a vu dans le chapitre sur les suites arithmétiques (Chap.5) que 1 +2+3 + ...+ n= nn+l) .
nn+1)

5

n
En conclusion, =
n-2

@ b. On peut conjecturer qu'a la ligne n, la somme des coefficients vaut 27,
c. Dans un schéma de Bernoulli, on répete n fois la méme expérience a deux issues. Le nombre total

d’issues est donc 2.

M Probabilité d’une loi binomiale  4OW

@ a. Lavaleur de k est dans la cellule A5, celle de n dans la cellule B3 et celle de p dans la cellule C3.
b. La formule saisie en B5 est =COMBIN ($B$3 ; A5)*($C$32A5)*((1-$C$3)A ($B$3-A5)).

s n PP
Les cellules sont en erreur lorsque k > n car la combinaison (k] n’est alors pas définie.

O Pour calculer I'espérance, on utilise la formule E(X) = n x p.
L'histogramme est construit avec les valeurs de la colonne B en ordonnées et celles de A en

abscisses.
Il peut étre intéressant de bloquer 1'échelle des ordonnées pour mieux comparer les expériences a

venir.
© b. Lavaleur de X donnant la probabilité maximale coincide avec I'espérance de la loi ou la valeur la
plus proche de E(X).
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a\(1Y (1Y (n)1)
c. Comme p=0,5, p(X=k)=(k](§J (E] =[k](EJ .

Or [Z] = ( " k) d’'ou p(X=k) = p(X=n- k), ce qui explique la symétrie observée.
n—

O b. Lorsque p augmente, la valeur de X donnant la probabilité maximale augmente aussi pour se
situer autour de E(X).
c. La plus petite valeur de p donnant la probabilité maximale pour X =0 est p = 0,077 2 103 pres.

6 a. Comme E(X) =1, e N\
Loi binomiale B{n.p}

1
onap= —.0On peutdonc
n

saisir en C3 la formule -:und,:
=1/B3. 54
b. En faisant varier n, o585
I'histogramme varie tres .3
peude n=3an=20. plX=xl} 3,25
. N 02
Ci-contrele cas olt n = 10. 615
c. Quand n augmente, B
p(X=0) et p(X=1) tendent 0,05
vers la méme valeur et 0
p(X = 2) tend vers la moitié 0 Y224 5678 8 WNNIZENMITHITIBNE A
de cette valeur. L valsurs de %=yl J
1
d. Onap=—.
P=%

. p(X=0)=(g](p)O(1—p)" =1><1><(1—%Jn =(1_%]n
. p(X=1)=(;’J(p)l(1_p)H - nx%x(l_%]"’l :(1_%)"*1.

On en déduit que p(X=0)=(1-p) x p(X=1).

1
Lorsque n augmente, p = — tend vers 0, d’out p(X = 0) tend vers p(X = 1).
n

Culture biologique @

PARTIE A

a., b., c. et d. Les données permettent de trouver les proportions de pommes de terre intactes,

rongées uniquement par une larve, grignotées uniquement par un campagnol ou rongées et grigno-
PN . . . 7 21 9 7 1 1 1

tées a la fois. Ces proportions sont respectivement, — x —, — x —, — x — et — x — . Elles corres-

8 3 8 10 8 3 8 10

pondent aux probabilités demandées.

© Pour vérifier que le deuxieme jardinier est parti des mémes hypothéses que le premier, on résout le

systeme suivant :

7
l-a)(l-c¢)=—
(I-a)(1-c) 3 1
9 473
a(l-b)=—
80 . . . 1
qui a comme unique solution { p = o
(1-a)c=—
24 1
1 =3
ab=—
| 80
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PARTIE B
o Qet 6 Les proportions sont :

Lo fe Jic
0,167 0,267 0,033

Notons X, Yet Zles variables aléatoires qui suivent les 3 lois binomiales indiquées.
Un tableur permet d’obtenir les résultats suivants :

k PX<Kk k PX =<K
6 0,0146 20 0,9732
7 0,0335 21 0,9855
k P(Y<K) k P(Y<K)
24 0,0151 44 0,9697
25 0,0254 45 0,9807
k P(Z<Xk k P(Z<Kk)
0 0,0221 3 0,9355
4 0,9822

On en déduit les intervalles de fluctuation a 95% correspondants :
[0,06;0,17], [0,21; 0,37] et [0; 0,033].
Ce qui permet d’accepter au seuil de 95 les hypotheéses sur les probabilités.

Algorithmique 1 Loi binomiale et calculatrices

o a. Ce programme calcule p(X = k).
b. n estle nombre de répétitions de I'expérience ; n e N.
p est la probabilité d'un échec ; p est un réel de l'intervalle [0 ; 1].
k est le nombre de succes que I'on considere ; k est un entier naturel inférieur ou égal a n.
A contient la probabilité p(X = k). A est un réel de I'intervalle [0 ; 1].

c.

PramBIMOMIAL

H=758

P=7@.3

=723

PCx=KO=

« 1122731727
Fait
0 a
Avec TI83plus.fr Avec Casio graph35+
FROGRAM: BIMOMIAL BINOMIAL
tFari -k, M 2eie
: Combinaison eFe
TP~ T+ 1~F o~ (H-1 F&-d
?+H§H Fer #-T To
H M B 3 3
|EiIP R MR Y, 4Fl:|H L =F 0 (M=K R
A “EORaN =",
A
o 7w P P =5 P

b. On retrouve p(X=0) = 1.
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c. La probabilité d’obtenir plus de « pile » que de « face » devrait (eramEINOMIAL N

=1

étre intuitivement de 0,5, mais il faut considérer le cas ou1il y a autant F‘:ggaﬂ
de « pile » que de « face » (voir question 2. c.), qui est inclus dans le =208

PlREK D=
calcul de p(X = 25). 5561375863
Une répartition symétrique donne en réalité : Fait
p(X < 25) =~ 0,444, p(X = 25) = 0,112. p(X> 25) ~ 0,444, \ J

d. ¢ On exécute I'algorithme avec n =3,

1
= —etk=1.
p=se

e Il faut aller jusqu’a n = 17 pour que la
probabilité de réaliser au moins un 6

(pramBIHOMIAL )
H="73

P=?1/6
k="
PCXEK =
4212962963
Fait
g J

(pramEIMOMIAL )
H=717¢

i i F"'“"’l.-"ﬁ
soit supérieure a 95 %. =
PCREKD
.954?26?559
Fait
g J
ALGORITHME 2 Intervalle de fluctuation
@ a. Il faut connaitre les deux paramétres de la loi binomiale.
b.
Entrée : Les paramétres n et p pour la loi binomiale utilisée
Traitement : Déterminer Te plus petit a tel que P(X<=a)>0,025
Sortie : Déterminer Tle plus petit b tel que P(X<=b)>=0,975
Afficher les bornes a/n et b/n de 1’intervalle
o Les programmes sur calculatrices sont :
Avec TI83plus.fr Avec Casio graph35+

GERAME TF T
ST L
=IhPuL R o
tuhlle 558,825 =

+ | Cnrﬁinalsc\
n K)*‘PAK*{I Pa

?<ﬁit§bhii?5 E”S

_iqlie 548,975
PSHCH Combinstiso
r KR K ] -Pa
H=f 3450 Ke L+ ERd
LR B

thispr "INTERVALL
E "LV

rF-*

smsa=s [FLUCTU =sss===
vy

et

While Se@, 025 KM
PS5+ CHEE P RRC1-F ) OH
-K'}"‘S"F
r{:lrl&lmuu{ndﬂ
S
- EIICJMF“KHI 'L‘l
P:l*hlwiltEnd-'
k=174
“THTERVALLE": (Y 1.
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Un programme sous Scilab :

( )
lines (O]
ek
n ["Entrer un entier m : "};
= [("Entrer un nombre reel p @ "};
o=0; k=0;
while s<=0.025 k<=n
=8+ (n,E}*p"k* (1-p} " (m-k};
k=ktl
2nd
%= [k=1) fn;
; &
s=0; ‘k=0;
while =<=0.973 k<=n
a=g+ [n,E}*pk* (1-p)] " [n~k} ;
k=k+l
v=(k-1} /n;
[%:¥: "1l intervalle est™
. J
Entrée : Les paramétres n et p pour la loi binomiale utilisée
Traitement : La valeur f de 1’hypothése a vérifier

Déterminer Te plus petit a tel que P(X<=a)>0,025
Déterminer Tle plus petit b tel que P(X<=b)>=0,975

Sortie : Si f appartient a 1’intervalle [a/n ; b/n]
afficher « Au seuil de 0,95, 1’hypothése est vérifiée »
sinon

afficher « Au seuil de 0,95, 1’hypothése n’est pas vérifiée »

el SNl Er g i New York, New York Hotel

De la 34¢ ala 24° rue, ils doivent parcourir 10 patés
d’immeubles et de la 5° a la 1™ avenue, 4 patés
d’immeubles.

Pour que l'itinéraire soit le plus court, ils doivent
se déplacer toujours dans le méme sens suivant les
rues et les avenues. Tous les chemins obtenus sont
alors de méme longueur.

Les itinéraires peuvent étre assimilés a une suite
de 14 déplacements : 10 pour changer de rue et 4
pour changer d’avenue.

Prendre un itinéraire revient a choisir quand Empire State Building
changer d’avenue dans les 14 déplacements.

On dénombre alors ces itinéraires avec une combinaison :

14
[4 ) =1001 itinéraires possibles.
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Probleme ouvert 2 RG]

@ Avant de décompter le nombre de cartons, quelques remarques :
¢ les palettes doivent rester horizontales ;
¢ dansles dimensions indiquées, la hauteur est 84,7cm car la base d'une palette dite « européenne »
a comme dimensions standards 120 cm x 100 cm ;
2x112x65,4
e la masse par palette ne dépassera pas H x20 =562 kg et le nombre de palettes a
x 30 X

empiler sera au maximum de 2 donc aucun probleme avec les restrictions pour les charges.

Décompte du nombre de palettes

234 .
En hauteur : 234 = 2,7. Donc 2 palettes, au maximum,

)

en hauteur. |
590,5 I

En longueur et largeur : les calculs 20 " 4,9 et

233 |

= 2,33 permettent de voir que 'on peut poser au

100
moins 8 palettes sur le sol du conteneur. Des schémas [~
permettent d’ajuster ce nombre a 9 puis a 10.

Avec 10 palettes, 'aire de la surface au sol restante ne
peut plus étre occupée par une palette, puisqu’apres

avoir enlevé la bande longitudinale, elle représente 0,7

fois I'aire occupée par une palette ; on ne pourra donc
pas en mettre plus.

Décompte du nombre de cartons par palette

Il'y a 6 sens possibles pour ranger les cartons :

¢ longueur carton dans le sens longueur palette et largeur carton dans le sens largeur palette ;

* longueur carton dans le sens longueur palette et hauteur carton dans le sens largeur palette,....
Parmi ces 6 sens, un calcul permet de voir que le maximum de 18 cartons est atteint dans deux
situations :

e longueur carton dans le sens longueur palette et largeur carton dans le sens largeur palette ;

e largeur carton dans le sens longueur palette et longueur carton dans le sens largeur palette.

Un schéma permet de se rendre
compte que la place disponible
reste importante dans la premiere
des solutions ; on arrive alors a
ajouter 6 cartons.

Comme le volume finalement

disponible ne représente plus

que 4 cartons par palette, on ne
peut espérer mettre plus que 24
cartons.

Avec ces propositions, on atteint largement ce que demande I'énoncé : 10 x 2 x 24 = 480 cartons.

@ Comme il s'agit de la prise d’'un échantillon de taille 480 o1 chaque élément a une probabilité de
0,05 d’étre défectueux, le nombre de cartons défectueux dans le conteneur suit la loi binomiale de
parametre 480 et 0,05.

* Comme p(X < 14) = 0,017 et p(X < 15) = 0,031, le plus petit entier a tel que p(X < a) > 0,025 est 15.

* Comme p(X =< 33) = 0,972 et p(X < 34) = 0,982, le plus petit entier b tel que p(X < b) = 0,975 est 34.
Donc, au seuil de 0,95, I'intervalle de fluctuation du nombre de cartons défectueux dans le conte-
neur est [15; 34].
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Corrigés des exercices et problemes

QCM Pour bien commencer

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 348.

Exercices d’application

Il Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348
. N 10
a. Par exemple : fille = succes, alors p = 17
. N 4
b. Par exemple : roi = succes, alors p = 3

N 10
c. Par exemple : rouge = succes, alors p = 75
Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

a.

o [
Sl
%]
m/\u;
)
= o~
» B
»l »
wl »
Lo«

»|

IS
Gl Ll
wn
.Mo/\h
wl w
Jy X
wn wn
wn wn
@l @«

1
b. p(S;S;9) = (Z):G
3.Q 3 3 1 9
c. P(S;S;S):Z TR o
d. p1S)=3xp(S;S;9) = 3Xf_4:a
5:5:S 3) 27 37
e.p=1—p(S;S;S)=1_(ZJ —1- =2t

I Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

a. De quatre fagons
b. De six facons

B a.[l()?]:l

o (1)1 a i)
17 16

8
[]18285670562881

b. Z(iJz1+8+28+56+70+56+28+8+1

=256 =28,
Cette somme décrit]’ensemble des issues du schéma
de Bernoulli, il y en a 28 car il y a 8 répétitions d’'une
expérience a 2 issues.

I Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

i -

k [0]1(2|3|4|(5|6|7|8|9]10

10
[kJ 1 |10(45|120(210(252|210|120( 45|10 | 1

b.

k 0 1 2 3 4 5 6

13
[ J 1 13 78 | 286 | 715 1287 (1716

k

k 7 8 9 10 11 12 13
13
k

On peut compléter le tableau :

1716|1287 | 715 | 286 | 78 13 1

| 1 19 171 969 3876
20 190 1140 4845
210 1330 5985

On en déduitquen=19et k=2.

@ O )
SCHEHEH -erosere

On conjecture que les sommes alternées sont
toujours nulles.
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< (O )
GGG =

b atadedeemion( 1)1 )-(11))
) (”“J (" P )

LG (RHIRIRAEH T

Z;.lPolqurioult entier nona 3 (1) ("J =0

k=0
a.

2 8
1 S—>p(S;S;9 =2
S 3 2 27
2 3 _§—>p(S;S;9) =4
Y Ds— 7
3 T—S—>p@s;5;9=2
23 i 247
\ % S 3 S»p(S;S;S)=ﬁ
3\ _ 1 S—>p(S;8;9 =2
3 S 3 92 p 27
3 T.T.q - 2
A S
S»p(SSS)
3 7
1
b. -
P1 27
C =1- —ﬁ
. P2= p1—27
- 2
d. pS;S;S)=—
p( ) 27
2 2
—3x = =2
& Ps=oX 50 7y

2. a.Xsuitune loi binomiale & [3 %J car le sportif

répete trois fois la méme expérience dont le succes

L2
a pour probabilité 3

1 2
3 2 1 2
b. p(X=1)= = - ==.
EBE Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

p(3 «pileren 7 lancers)

-(-E/ -2
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4 4
p(4 «pileren 8 lancers) = [i] X (%) X(%} :¥.

Les deux sont aussi probables.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

1 9
10 5 11
II:’ . pX=1)= — | X|— | =0,107.

b. p(X? 1):1—p(X:0)

0 10
1= [0 [ 2] <[ L) Z0,976.
o) \16) |16
B 1. px=6)=p°

2. a.pb>05><p> §0,5 >0,89.

b. p= o donc % >0,89 < n>0,89n+0,89
n

n+1

0,

0,11
9 boules blanches.
c. p(X=6)=0,9=

, Comme n est entier, il faut au moins

0,53

a. E(X) =7 x 0,85 = 5,95. 1l peut espérer en
passer 6.
b. p(X=5)=p(X=5)+pX=6) + p(X=7)

-7 x 0,85° x0,15% + ’ x 0,85° x0,15" + !
5 6 7

x 0,85 x0,15° =0,926.

1. a. X suit une loi binomiale %(8 ; i ) car

I'on répete 8 fois la méme expérience (répondre au
hasard a une question) dont le succes a pour proba-

bilité

4 4
b. pX=4) = (8] x(l] x(é) = 5670 ~0,086.
4 4 4 65536

2. a.On peut établir le tableau des points :

N

Nombre
debonnes [ 0 | 1 |2 (3[4 |5[6]|7]|8
réponses

Nombre

. -41-25|-1({05| 2 (35| 5 (65| 8
de points

Puislaloide Y:

¥ -4 | -25| -1 | 05 2
(Yy) |B361 |17496 | 20412 |13608 | 5670
PAE= 65536 | 65536 | 65536 | 65536 | 65536
Vi 35 | 5 | 65| 8
1512 | 252 | 24 1
p(Y=y)
65536 | 65536 | 65536 | 65536




b. E(Y) =-1.0(Y) = 1,83. On peut espérer obtenir un
score de —1 en répondant au QCM au hasard, avec
peu de chance d’obtenir un score positif.

1

3. p=-—.
P=3

4 4
P(X=4)= [ij(l] x(l] :7—0:0,273.
4 2 2 256

Y -4 |-25| -1 |05| 2 | 35
ey | L |8 |28 |56 | 70 | 56
PRI | 556 | 256 | 256 | 256 | 256 | 256
¥; 5 6,5 8

28 | 8 1
Y=y. _— _— _—
plr=y 256 | 256 | 256

E (Y) = 2. g(Y) =2,1. On peut espérer obtenir un
score de 2 en répondant au Vrai/Faux au hasard.
Lissue est plus favorable pour le candidat.

1. X suit une loi binomiale @ (5 ; 0,9) car l'on
répete 5 fois la méme expérience dont le succes a
pour probabilité 0,9.

2. a.

x; 0 1 2 3 4 5

pX = Xx;)|0,00001(0,00045(0,00810{0,07290|0,32805 (0,59049

b. p(X<4)=1-pX=5)=1-0,59049 = 0,40951

c. p(X=3)=0,07290 + 0,32805 + 0,59049 = 0,99144.
3. E(X) =5 x 0,9 = 4,5. Le tireur peut espérer
atteindre 4,5 cibles en moyenne.

On étudie la fonction :

V(p) = npq = np(1-p) = np — np?.

V est un polynome de degré 2 qui admet un
maximum (car a =-n<0)

n 1

b
pour p = _Z__Z(fn)_z'

np =0,4 et npg = 0,62 = 0,36. On en déduit g =
0,36

0,4
Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

=0,9.doup=0,1letn=4.

a. Le nombre de baguettes « parfaites » dans
un panier est un entier compris entre 0 et 40.

b. f peut prendre comme valeur les 41 nombres
suivants : 0, L , i, 3 39

40 40 40 40

1. Cette somme vaut 1 car ’événement
« 0 < X =< 40 » est un événement certain.

2. a.0,9568 b. 0,9806

c. 0,9921 d.0,9971

3. a.avaut13,14,15..... 40. b.g =13

EX] Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

[0,02 ; 0,08]
Catégorie S M L XL
Intervalle
de fluctuation [1;10] | [40;60] | [26;44] |[1;8]

a. Loi binomiale de parametres n = 50
etp=0,25.
b. Intervalle de fluctuation : [0,14; 0,38]

1. a.a=2 @

b. =SI(ET(C3>0,025 ;C2<=0,025) ;"a";"
2. =SI(ET(C3>=0,975;C2<0,975) ;"b";")
3. =SI(ET(C3>0,025 ;C2<=0,025) ;"a";
SI(ET(C3>=0,975 ;C2<0,975) ;"b";")

a. Intervalle de fluctuation : [0,32; 0,48].

b. Regle de décision : soit p la fréquence de ’échan-
tillon.

Si p appartient a [0,32 ; 0,48], on accepte 'hypothese
que le réglage est de 40%.

Si p Wappartient pas a [0,32; 0,48], on réfute '’hypo-
these que le réglage est de 40%.

c. 0,45 est dans l'intervalle [0,32 ; 0,48], donc on
accepte au seuil 0,95 I'hypothese que le réglage est
de 40%.

Pour les bonbons non acidulés, l'intervalle de fluc-
tuation est [0,52 ; 0,68].

0,55 estdans !'intervalle [0,52 ; 0,68] donc on accepte
I’hypotheése que le réglage est de 40%.

Cet exercice est corrigé dans le manuel p. 348.

a. Il s’agit d'une épreuve a deux issues possi-
bles reproduite de maniere indépendante 50 fois.
Donc X, le nombre de paires qui contiennent du
coton dans un échantillon de taille 50, suit la loi
binomiale de parametre n =50 et p=0,9.

b. [41; 49] car

k pX <Kk k pX <Kk
40 0,0245 48 0,9662
41 0,0579 49 0,9948
c. Intervalle de fluctuation des fréquences
40

[0,82;0,98] ; =0 =0,8. Le client n’a pas raison d’af-

firmer que l'affichage est mensonger mais peut, au
seuil de 0,95, rejeter 'hypothese que la proportion
initiale était de 90%.
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(1) X, le nombre de personnes chez qui le
médicament est efficace parmi un échantillon
de 57, suit la loi binomiale de parametres n = 57
et p=0,85.

(2) L'intervalle de fluctuation des fréquences au
seuil de 0,95 est [0,75; 0,93]

car 4—3 =0,75 et 5—3 =0,93
57 57
k pX <Kk k pX <Kk
42 0,0187 52 0,9427
43 0,0394 53 0,9790

Si la proportion p des personnes chez qui le médi-
cament est actif est compris entre 0,75 et 0,93, on
accepte I'hypothese que la médicament est efficace
dans 85% des cas au seuil de 0,95. Sinon on rejette
I'hypothese.

(3) 42 =0,737.
57

(4) Au seuil de 0,95 on peut affirmer que ces statisti-
ques ne sont pas conformes a I’affirmation du labo-
ratoire.

1. a. X; suit la loi binomiale de parametre
n=100etp=0,51.

Lintervalle de fluctuation des fréquences au seuil
de 0,95 est [0,41 ; 0,61] car:

k pX<k) k pX <k
40 0,0177 60 0,9717
41 0,0285 61 0,9825

b. X suit la loi binomiale de parametre n = 100
et p =0,40.

Lintervalle de fluctuation des fréquences au seuil
de 0,95 est [0,31; 0,50] car :

k pX <Kk k pX <k
30 0,0248 49 0,9729
31 0,0398 50 0,9832

2.

Regle de décision pour les canadiennes

Si pla proportion de FL dans un échantillon de taille
100 est dans l'intervalle [0,41 ; 0,61], on accepte
au seuil 0,95 'hypothese que la situation n’a pas
changée, sinon on la rejette.

Regle de décision pour les canadiens

Si p la proportion de FL dans un échantillon de taille
100 est dans l'intervalle [0,31 ; 0,50], on accepte
au seuil 0,95 'hypothese que la situation n’a pas
changée, sinon on la rejette.

Pour les canadiennes on accepte donc I'hypothese
que la proportion n’a pas changée, par contre pour
les canadiens on rejette cette hypothese.
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EX] Loibinomiale de parametre n = 100 et p = 0,5.
Lintervalle de fluctuation des fréquences au seuil
de 0,95 est: [0,4; 0,6] car:

k pX<Kk) k pX<k
39 0,0176 59 0,9716
40 0,0284 60 0,9824

0,66 n'appartient pas a [0,4; 0,6] donc on peut rejeter
au seuil 0,95 'hypothese que la piece est équilibrée
mais ...on ne peut pas affirmer que Théo a triché.
EX] a. 1l suffit de donner un exemple. n =20
etp=0,2.

Lintervalle de fluctuation des fréquences pour les
boules blanches au seuil de 0,95 est [0,05 ; 0,40] car :

k pX<k) k pX<k)
0 0,0115 7 0,9679
1 0,0692 8 0,9900

Lintervalle de fluctuation des fréquences pour les
boules noires au seuil de 0,95 est [0,60 ; 0,95] car:

k pX<k) k pX <k
11 0,0100 18 0,9308
12 0,0321 19 0,9885

b. Pour p = 0,5 les deux intervalles sont les mémes
pour tout n entier naturel non nul car les deux lois
binomiales sont les mémes.

Raisonnement logique

4] a. Vrai. Les trois lancers de dés sont identi-
ques et indépendants, on peut considérer I'issue 6
comme un Succes.

b. Faux. La somme ne correspond pas au nombre
de succes d’'une expérience.

c. Vrai. En considérant comme un succes l'issue
d’un lancer de dé donnant un multiple de 3.

d. Faux, la parité n’est pas une information numé-
rique.

2) (1) (1) 1
a. Faux. p(X=1) = (l)x(g] X(E] =5

b. Vrai.EX)=2x — =1.

2
[11 2
c. Faux. = 2X=X—=—.
oX) 2272

a. Faux

b. Vrai

c. Faux

d. Vrai:les valeurs d'une loi de probabilité de para-
metres n et 0,5 sont toujours symétriques par

.n
rapport a >

n n
X=k) = 0,50,5"k =
pX= 1 (k] ( .

] 0,5k 0,51k
n—

=pX=n-k).



e. Faux : la formule vue en seconde permet de le
constater mais on peut prendre un exemple :

n =100 p = 0,5 : intervalle de fluctuation [0,4 ; 0,6]
d’étendue 0,2.

n =200 p=0,5:intervalle de fluctuation [0,43 ; 0,57]
d’étendue 0,14.

a. Pour tout k compris entre 0 et n,

(1)

b. Il existe p compris entre 0 et 1 tel que :
pX=k)=pX=n-k)
c. Pour tout k compris entre 0 et 2012,

(%)< o)
o (i) )
Ll )
A I (A
W P A
RS P R
2190 I 1 B (]

(o) 1L

=1+3x4+3x6+4=35.

Sia=0, p(X<0)> 0,025 (Z] 0,5"> 0,025

o2 < & 2"<40 o n<b.

0,025

QCM : Les exercices de cette rubrique sont corrigés
dans le manuel, p. 348.

Préet pour le contrdle ?

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p. 348

Problémes
Lp=2

4

2.E(X)=nx%=6<:n=8.
1 n-1
n 3 1 3n
3. a. p(X=1) = = = =27
o= (11(3)-(3) -3
b.

m 1. a. Xsuitune loi binomiale %(3; 0,3) car'on
répete 3 fois la méme expérience dont le succes a
pour probabilité 0,3.

b. p(X=2)= [2) x0,3* x0,7' =0,189 = 18,9%

2. a.On peut établir le tableau de correspondance
entre XetY:

Noml.)re de paires 0 1 2 3
de jumeaux X
Nombre
d’enfants Y 3 4 5 6
pY=y)=pX=x)| 0,343 | 0,441 | 0,189 | 0,027

b. EX)=3,9eto (X) =0,79.
Le couple peut espérer avoir quatre enfants mais le
risque d’en avoir 3 ou 5 reste important.

1. a. X suit une loi binomiale %(10 ; %) car
I'on répete 10 fois la méme expérience dont le
1
e babilité —.
succes a pour probabilité (IOJ
k 10-k
10 1 1 k

. p(X=k) = — = =7
b. =K (k]x[z) X(z) 1024
C. p(4$X$ :p(X:4)+p(X:5)+p(X:6):

6)
10) (10) (10
+ +
(4] (5] (6]_210+252+210_ﬂ
1

024 1024 32°
21 11
dp=1-=—=—.
p 32 32

23\’
2. pY=1)=1-p(Y=0)=1- (E] ~ 0,86.

3
[
s
S
=
)
S

Une fontaine ornementale est représentée
ci-contre. Chaque vasque se remplit d’1L d’eau
puis déborde et s’écoule de maniere réguliere
dans les deux vasques inférieures.

Au début les vasques sont vides.

Combien de litres d’eau doit-on verser dans la
vasque 1 pour que la vasque 5 soit completement
remplie 2 Et pour que la vasque 4 soit pleine ? et
la 8 ?2 Expliquez vos réponses.
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Corrigé

Pour que la vasque 5 soit pleine, il faut verser 5L
dans la vasque 1.

Pour que la vasque 4 soit pleine, il faut verser 7L
dans la vasque 1.

Pour que la vasque 8 soit pleine, il faut verser

7L+ % L dans la vasque 1.

Gl o

pX=0)= (Z x

1
B frd) e ()
x[—| x{1- =nX—X|—— =— .
n n n n n

c. Lapremiere suite semble croissante etla seconde
décroissante. Elles semblent converger vers laméme
limite, environ 0,36.
d. Silim p(X=0) =lim p(X=1), alors
limip(x =0 _ 1

p(X=1)
Lorsque n devient grand, il y a autant de chance
d’obtenir 0 ou 1 succes.

1. a. Il s’agit d'une répétition de 25 épreuves
identiques a deux issues de maniere indépendante.
X suit donc la loi binomiale de parametres n = 25 et
p=0,15.

b. E(X)=3,75; oy~ 1,785.

2. a.pEX)-c< X<EX+0)=p(1,9 <X<5,5)
k=5
=Y P(X =k)=0,745

k=2

b. p(E(X)-20 <X<E (X +20) =p0,1 <X<73)
k=7

=Y P(X =k) =0,957
k=1

c. pE(X)-36<X<EX)+30)=p(1,6<X<9,1)

k=9
=Y P(X =k) =0,998.

=0
3. 1l faudrait qu’il y ait moins de 10 rouleaux a
défauts dans le carton. A partir des hypotheses on
sait que p(X < 10) = 0,9995. Ceci donne la probabi-
lité pour que l'entreprise puisse tenir son engage-
ment.

ml. a.

k 0 1 2 3 4 5
pX=k) (0,001 0,010 (0,044 (0,117 0,205 | 0,246
k 6 7 8 9 10
pX=k) |0,2050,117 (0,044 (0,010 {0,001
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b. Intervalle de fluctuation fréquence: (0,2 ; 0,8].
c. 0,8-0,2=0,6.

2. a.

n 10 100 500 1000 | 2000 | 5000
Ftendue 0,6 0,2 0,088 | 0,062 | 0,044 | 0,028
b.

n 10 | 100 500 1000 | 2000 | 5000
Etendue

L 1,8974| 2 |1,96773982| 1,96 | 1,968 | 1,952

Jn

Etendue

. - 2
vaut environ 2 donc Etendue = — .
1 T

Jn

d. 2 . 107 & n > 40000
Jn
1. a.4-100=-96.
96 35
b. EX)=—- — +4x — =1,22.
*0 36 36
el 1
c. Non car elle a une probabilité de — de perdre
36
96 €.
2. a.ll s’agit d'une répétition de 140 épreuves iden-
tiques a deux issues de maniere indépendante.
Y suit donc la loi binomiale de parametres

1
n:140etp:£.

b. [a,; b;lest[1; 8] car:

k pY<k) pY=<k)
0 0,0194 0,9576
1 0,0969 0,9833

c. Gain algébrique avec a; = 1 gagnant :
139 x4 - 96 = 460.

Gain algébrique avec a, = 8 gagnants :

132 x4 -8 x 96 = - 240.
d. Non, car la probabilité qu’elle perde de I'argent
n’est pas négligeable.
3. a.Zsuit donc la loi binomiale de parametres
n=140x20=2800etp= L.

36

b. [a,; b,] est [61;95] car:

k pX<k) k pX< k)
60 0,0203 94 0,9699
61 0,0273 95 0,9765

c. Gain algébrique avec a, = 1 gagnant :
(2800-61) x4 -61x96 =5100.
Gain algébrique avec a, = 8 gagnants :
(2800 - 95) x4 - 95 x 96 = 1700.
d. L'association n'est quand méme pas certaine de
ne pas étre perdante.



[E Le nombre de clients non satisfaits dans un
échantillon de taille 668 suit une loi binomiale de
parametres n = 668 et p = 0,04.

Lintervalle de fluctuation des effectifs au seuil 0,95
pour de tels échantillons est [17 ; 37] car :

k pX <Kk k pX=<k)
16 0,0164 36 0,9686
17 0,0283 37 0,9793

Comme 12 n’est pas dans l'intervalle [17 ; 37], on
peut rejeter 'hypothese que le taux de clients non
satisfaits est resté a 4%.

[@3 A. 1. X suit la loi binomiale de parametres
n=150etp=0,5.

2. p(X=75)=0,065

3. a.eth.

p(63 < X =< 87) =0,9592
p(64 < X < 88) =0,9564

p(62 < X < 86) = 0,9564

C.
la; b] (63 ; 87] [62; 86] [64 ; 88]
pX=<a-1) 0,02 0,014 0,030
pX=b+1) 0,02 0,030 0,014

[63 ; 87] est celui des 3 qui a en plus les deux proba-
bilités p(X < a-1) et p(X = b + 1) inférieures a 0,025
4. Lintervalle de fluctuation des effectifs au seuil
0,95 est [63; 87] car:

k pX <Kk k pX< k)
62 0,0204 86 0,9700
63 0,0300 87 0,9796

B. a. Monsieur Bleu ne peut étre certain de gagner.
b. 96 n’appartient pas a I'intervalle [63 ; 87].
«Auseuil de 0,95, on peut rejeter 'hypothese que les
deux protagonistes sont a égalité ».

1. a.Oui, c’est exact :
Rapport entre les taux 2004 et 1995 : 0,39 (par
millions de vols) et 0,27 (par nombre de jours).
Baisse en % entre 2004 et 1995 : — 61% (par millions
de vols) et — 73% (par nombre de jours).
b. 227 _o,10

3653
2. (1) Proportion de catastrophes durant les 4 années :
500 L
1461 27
(2) Prise d’échantillon de taille 366 avec une propor-
tion de 0,036 : loi binomiale de parametres n = 366

et p=0,036.

(3) Intervalle de fluctuation des effectifs au seuil de
0,95:[7;21] car:

k pX<k) k pX <k
6 0,0216 20 0,9741
7 0,0464 21 0,9856

(4) n est le nombre d’accidents qui seront observés
en 2012 : si n appartient a [7 ; 21], on acceptera au
seuil 0,95 'hypothese que le taux d’accidents par
jour est de 0,036. Sinon on rejette cette hypothese.
Si le nombre de catastrophes en 2012 est inférieur
a 7 ou supérieur a 21 on pourra penser qu'il aura
sensiblement évolué.
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Notes










