Classe de premiére S 5

Corrigé du DS 16 (probabilités — suites)

Exercice 1)

75% des clients ont plus de 20 ans, et parmi e@x 80t la phrase 1. Il y a donc OxIB8,
c'est a dire 60% des clients qui ont plus de 20 etnse se font pas insulter. De méme on
trouve que 10% (0.28.4 = 0.1) des clients ont moins de 20 ans et fergepas insulter, et

le reste s’obtient par somme et différence.
Finalement on a

Phrase 1 Phrase 2 Total
Plus de 20 ans 60% 15% 75%
Moins de 20 ans 10% 15% 25%
Total 70% 30% 100%

Un client se fait insulter : il sont 30% dans cs,a@t parmi eux 15% ont plus de 20 ans. La
probabilité qu’un client qui se fait insulter alup de 20 ans est donc de 50%

Probabilité que le vigile se retrouve a l'infirmeeri

On sait déja que le client a un sac et moins dar®0 Il faut que les événements suivants se
réalisent successivement :

Le client se fait insulter (60 chances sur 100,lcamoins de 20 ans)

Il répond (1 chance sur 2)

La discussion s’envenime (1 chance sur 10)

Le vigile perd (1 chance sur 100)

La probabilité cherchée est le produit des prédédest vaut donc

" w_ 60 1 1 1 3
p("le vigile a l'infirmerie )——x— Ix_—— =2
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Exercice 2)
Le plus simple était de représenter sous forme wbleau
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Réponses justes 5 4 4 3 3 2

3 )
Réponses fausses 0 0 1 0 1 2 0 L P 3 0 1 2-5

Abstentions 0 1 0 2 1 0 3 2 1 0 4 3

Note (=2J—F) 10] 8 7 6 5 4 4 3 2 1 2

=
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On peut donc avoir les notes 0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 0.

Pour prendre 3 objets parmi 5, on a 5 choix pogrégnier, 4 choix pour le second et 3 choix

pour le troisieme, ce qui fait 60 choixx@3) en tout ; comme on ne tient pas compte de
I'ordre, et qu’il y a 3! = 6 maniéres de ranger 8asbjets, il y a en tout 10 maniéres de choisir
3 objets parmi 5. En choisir 2, c’est choisir legu3on rejette, il y a donc aussi 10 maniéres.

Le candidat ne connaissant rien aux questions ppféepond au hasard, et a donc, pour
. R B . , 2. ., .
chaque questions, une probabilité egalg a@l’avoir une réponse exacte, gt d’avoir une

réponse fausse. Il répond a toutes les questioms, itl peut avoir les notes 0, 1, 4, 7, 10 (on
prend dans le tableau les notes pour lesquelfég & pas d’abstention).



Probabilité qu’il ait au moins une réponse exaatberchons la probabilité contraire, celle

gu’il n'ait aucune réponse exacte. Pour chaquetmunes| a une probabilité egaleéade se

. . . - . 2) _ 32
tromper, et il répond a 5 questions. La probabgjité tout soit faux vaut dor{cgj :23—43.
e . . 32 211
La probabilité qu’il ait au moins une réponse egadt dond——— =
243 243

X est la variable aléatoire égale a sa note.

X est égal a 10 quand les 5 réponses sont exattesmme chacune a une probabiﬂs?(éde

' : 1Y _ 1
I'étre, on obtientp(X =10)=| = | =——
3) 243

X vaut 7 quand il y a 4 réponses exactes. Il yradhieres de choisir quelle réponse sera

fausse, une réponse fausse a une probabilité a# une réponse exacte %e On obtient

377 243
X vaut 4 quand il y a 3 réponses exactes et 2 mgmfausses. On a vu qu'il y a 10 maniéres
de choisir les deux réponses qui seront faussest (e question 2). On a donc

p(X :4):(%} x(_zj xlO:iO

4
donc p(X :7):(:—3 2><5—1—0

3 243
1\ (2)° 80
De mémep(X ﬂ)z(—j XL—J x10=——.
3 3 243

On obtient pX = 0) par soustractionp(X =0)=1- 1 _10_40_80_ 1L

243 243 243 243 24

Quand le candidat a une probabilité éga% de connaitre la réponse a une question, et qu'il

ne répond qu’aux questions dont il connait la répoiil n'a que des réponses justes et des
abstentions. Sa note peut donc valoir 0, 2, 4,d 80
Pour des raisons identiques, on obtient

2\ _ 32
Y=10)=|=| =—
P( ) (3] 243
2 1. _ 80, _ . )
p(Y =8)= 3 X§X 5—% (il'y a 5 possibilités pour la question sans r&m)

3 2
p(Y:6):(§) X(?la] ><1O:2if3(il y a 10 possibilités pour le choix des 2 quasdicans

réponse parmi les 5 questions)

2 3
p(Y =4)= (EJ X(}j x10= 40 pour les mémes raisons
3 3 243

1\ 2 10 1Y 1
=2)=| = | xEx5="" et p(Y=0)=| = | =—
p(Y =2) [3) 3 243 p(Y =0) (3) 243



) 2 .
L’espérance de Y se calcule et on trols) 230' C’est la note que le candidat s’attend en

moyenne a obtenir. (c’est logique, quand on corleai® tiers des questions, on a les deux
tiers des points)
. 4
Le calcul pour la variance donhgY) :30
La probabilité que le premier candidat ait au mdensioyenne est la somme des probabilités

gu’il ait 7 ou 10 (les événements X = 7 et X = Dhitsincompatibles). Elle vau{zlflg’. De

méme, la probabilité que le second candidat aitdgenne es{;%:zg.

Exercice 3)
On définit une suiteug) paruy =1etu,; =u, + 1+,
P 0 n+1 n 1+ 2un
5 80 24305 _ 166447484¢

Onadonay, =—, U, =—, Uy =———, U, :
3 39 8463 48300799

Pour montrer queuf) est croissante a termes positifs, il faut étrgpemn rigoureux :

Montrons par récurrence qug> O.

Initialisation: up = 1 est bien positif.

Hérédité: Si pour un certain rny, est positif, alors 1 t, et 1 + 2u, le sont aussi, donc leur
quotient I'est aussi, ek.1, Somme de nombres positifs, est positif.

La propriétéu, > 0, vraie poun = 0 et héréditaire, est vraie pour tout entier

Comme pour touh on au, > 0, on en déduit que pour taytl +u, et 1 + 2u, le sont aussi,

. . 1+u
donc leur quotient est positif. Comme,,, —u, = P 213

est positif, (I,) est croissante.

n
n

: , 1+u ,
Pour montrer quel..1 > U, + %, il suffit de prouver queu,,, —u :1 ZJ est toujours
+

supérieur a ¥2. Calculons la dil‘féreneléri—1 _20+u,)- (2, ) ! . Comme
I+2u, 2 21+ ) 2 B8

n

1+ . . .
: Uy —lest toujours positif, on a donc bien pour tout
1+2u, 2

n

on a vu quel, est toujours positif

1 1
U, —U, > > doncu,,, >u, +§'
: ; n
Montrons maintenant par récurrence gje 1+§
e 0 .
[nitialisation: u, =12 1+§ est vraie.

e s . . . n . 1
Hérédité: supposons que pour un certain emien ait u, 21+§. On sait queu,,, > U, +§,

>]_+n_+1_
2

n+l = n+l =

doncu >1+E+1,c’e5tadireu
2 2
La propriétéu, 21+§' vraie poum = 0 et héréditaire, est vraie pour tout entier

: n . .
Comme lim 1+E =+o0, |la suite (I,) tend vers 4 par comparaison.

n - +oo



