Classe de TS, Corrigé du DS n“10

Exercice 1°
Développons ((1-z)(1+z+ 22+ 2+ z*)= 1+ z+ z2°+ 2%+ z2*~2-2%-2°-2"-2z°=1-7z". On
1_qn+l
aurait pu aussi penser a la somme de la série gégueél+q+...+q" = Ta
-q
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On pose malntenantzozcos?ﬂ smg, on a par definition z,=e>, donc
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Z=e5 =e S puisque8—ﬂ+2—”: 27T
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On a par conséquent=z,+2z, =e5 +e 5 = Zcosg d’aprées la formule d’Euler.
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D’autre part,z. =e 5 =e”” =1, doncl-Zz =0, ce qui, d’aprés la premiére question, s’écrit
(1-z)A+z,+Z +z,+2;)=0, et donc, commel-z n'est pas nul, il reste bien
1+z,+22+25+2;=0.

Si I'on calculea?, on obtienta® =(z,+2z5)? = z2+2z5+ z5=z2+ 23+ 2 puisquez, =1. En
remplacant dans I'équation précédemtg+z, par a et z +z5 par a*—-2, on obtient
1+a+a”-2=0, donca est une solution deX?+ X -1=0. Cette équation admet pour
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solutions les réels > mais commeo<? <E’ cos?” est positif. Comme

-1+
a= 20052?” a et positif. Finalement on obtlentques%T—%— 14\/—5.

Les points A et A, ont pour affixes respectives, et z! = z,, le point d'intersection de la

droite (AA,) avec I'axe(O,u) est donc le milieu dpAA,], d'affixe %: cos2r = —1+4\/_5.

D’autre part, le cercle de cent@ d’affixe —%, passant paB d’affixe i a pour rayon

R=0QB= / +1% = \f \f . Il coupe I'axe des abscisses aux points d’ afflxes—
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et —§+ R, ainsi I'affixe deM est blen—%+7—ZCosg etH est bien le milieu d¢2M].

Pour construire un pentagone régulier connaisgacemtreO de son cercle circonscrit et un
point A, on fait donc comme ci-dessus : on trace le callelecentreO passant paA, on
nommeC le point diamétralement opposéAa 2 le milieu de QC], [BD] le diamétre du
cercle perpendiculaire ®p]. Le cercle de centr® passant paB coupe le segmen©OR] en

M, on appelleH le milieu de PM]. H est le projeté de deux points du pentagone, la
perpendiculaire aQA] enH coupe le cercle (de cent® en deux nouveaux points, puis on
reporte les distances au compas pour construieles derniers points.



Exercice 2
Premiere méthodeABC est un triangle équilatéral direct, do@cest I'image deB par la

Vs
rotation de centreA et dangle 7—37 ce qui sécrit c—a=e3*(b-a). De méme

f-d=e3(e—d) .
BDEG est un parallélogramme, dofi#G = DB, soitg—e=b-d ou g=b+e-d. De méme

h=c+f-d. Ainsi h-a=c-a+f-d=e3(b-a)+e3(e-d)=e3(b-a+e-d) daprés
les questions précédentes.

On obtient finalement que—a:eig(g —a), ce qui exprime queél est I'image deG par la
rotation de centrd et d’angleg. Le triangleAGH est donc équilatéral.

Deuxieme méthode
t, est la translation de vectelD d'affixe d—b, son expression complexe est donc

z-7z'=z+d-b. De mémet,, translation de vecteubDC a pour expression complexe

zZ - z'=z+c—d. EnfinR, rotation de centr® et d’angleg, a pour expression complexe

I
z. z'=e?(z-d)+d.
La transformatiorT =t,o Rot, correspond a :

M(2) 0 M(z) 0L M "(z") 0. M "(z"). Onaz "=z %c-d, z"=e3(z-d)+d, et
z'=z+d-b. Si on exprimez™ en fonction dez, on obtiendra une expression de la forme

Us

—e3z+ b, ainsiT est une rotation d’angléST.

z

Déterminons I'image dB :

Part,, translation de vectetBD, B a pour imagé® (c’est la définition)
ParR, rotation de centrB, D est invariant.

Part,, translation de vecteUbC , D a pour image.

Ainsi BOYW DO DO®- D et T(B)=C. CommeT est une rotation d’angl% qui

transformeB etC, son centre ne peut étre qe
Déterminons enfin I'image d@ :

GE = BD, donc part,, G a pour imagé.
Par R, rotation de centiz et d’angleg, E a pour imagé- (DEF est équilatéral direct)

Et commeFH =DC, part,, F a pour image.
Soit GOY.EOTLFO®L-H et T(G)=H. CommeT est la rotation de centrd et

d'angle %T le triangleAGH est équilatéral.

Exercice 3
Le pointM d’affixe z=re? est sur le cercle de centhal’affixe 1 si et seulement A\M =1,
c'est-a-dire si et seulement §&-1=1- |z—1r2 =1 Or z-1=rcosf#- Hir sirg, donc

|Z‘]42=(r0089— 15+ ¢ sid j=r? cod9- 2 cad+ +Hr? Si=r’- r2 @s .



L’équation|z—]j2 =1 s'écrit doncr®—2r cosf+ 1= 1~ r (- 2cof ¥ . On obtient bien la
conditionr =0 our =2cos.

Le produit P = MAxMBxMCxMD s'écrit aussiP =|z~1x|z~i|x|z+1x|z+i|. En utilisant
les propriétés des modules, et en regroupant, t@nbb

P=|(z-D(z+)z-i)z+i) =|@ - D&+ 1)=|z*- 1

P est égal a 1 siet seulement‘zﬁi—ﬂ =1, autrement dit si et seulement si le point d’affix
z* est situé sur le cercle de centvet de rayon 1, donc, d’aprés la question 1 (leuteodst

maintenantr* et 'argument44, si et seulement si=0 ou r* =2cos 4.
Si de plusM est sur lI'axe des réels, alod= O[modn] donc cos4 = 1 La condition

précédente devient domc=0 ou r* =2, soitr =+/~/2 (un module est positif). Compte tenu

des valeurs 0 etrpossibles poué on trouve trois réels0,yv/2,—J 2.
Si maintenanM est sur le cercle de ceni@® de rayon 1, alors =1. La condition devient

alors cos 4 = % , C'est-a-dire46 = %T[ mod 27] ou 46 = —7—;[ mod 27], soit en divisant par 4,

0=£ 7—T oud= _mr . On obtient donc 8 affixes :
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Figure Exercice 1 :




