Classe de terminale S 5 Vendredi 3 avril 2003
Devoir de mathématiques
N°16

Exercice 1) (bac S, 1995, 5,5 points)
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Le but est I'etude de la suia,) définie paru, :J'z; dx et poum >1 u, =
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1) a) Soiff la fonction définie suR par f (x) = In(x+\/x27+1).
Calculer la derivéé def, en deduiray,.
b) Calculery,

2) a) Prouver que la suil@,) est décroissante (on ne cherchera pas a calgyler
En déduire que la suit@,) est convergente.

b) Montrer que pour tout réel appartenant a [0 ; 1] on al< 1+ x® <+/2. En déduire que

_ <u, si. Déterminer la limite d¢u,)
(n+1n/2 n+1

1
3) Pour tout entien > 3 on pose 1, = _[x”‘2\/1+ x*dx.
0

pour tout entien> 1 ona:

a) Veérifier que pour tout entier> 3ona:u, +u._, = |

Par intégration par parties syr montrer que pour tout> 3 on a :nu, +(n-1)y,_, = J2
b) En déduire que pour tont> 3 on a(2n-1)u, < J2.
c) Déduire des questions 2) b) et 3) b) que la<uit,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 2 (bac S, 1997, 4,5 points)
Soit (O,0A OB OQ un repére orthonormal direct de I'espace.
1) SoitG l'isobarycentre dé, B, C. Donner les coordonnées @eet montrer que la droitédQ)

est perpendiculaire au plaABC).
2) On considere les poin®s'(2;0;0), B'(0;2;0), C'(0;0;3).

3
a) Montrer que le vecteur| 3 | est orthogonal au plad@'C)).
2

b) En déduire une équation cartésienne du ABIC)
c) Donner un systéme d'équations paramétriques doite AC).
d) Déterminer les coordonnées du péirtommun a la droiteAC) et au planA'B'C)).
3) a) Vérifier que le point. commun a la droiteBC) et au plan A'B'CY) a pour coordonnées
L(0;4;-73)
b) Montrer que les droiteé\B), (A'B"), (KL) sont paralléles.
c) Caractériser l'intersection des plaAB(C) et A'B'C’) a l'aide de points déja définis .
4) Déterminer les coordonnées du projeté orthogde@l sur le plan A'B'C)).



Probleme (bac S, 2001, 10 points)

Les objectifs du probleme sont de déterminer latgwni d'une équation différentielle (partie A),
d'étudier cette solution (partie B) et de la retveu dans un contexte différent (partie C).

Partie A

On appelle (E) I'équation différentiellg"—y=0, ou y est une fonction définie et deux fois

dérivable sur I'ensembl® des nombres réels.
1) Déterminer les réelstels que la fonctioh définie parh & F € soit solution de (E).

2) Vérifier que les fonctiong définies parg X Fa€ + €”, oua et 8 sont deux nombres réels,

sont des solutions de (E)n admettra qu'on obtient ainsi toutes les solwgida (E)
3) Déterminer la solution particuliere de (E) ddmtcourbe pesse par le point de coordonnées

(In 2;%} et admet en ce point une tangente de coefficieenttdurg.

Partie B

On appellef la fonction définie sur I'ensemblR des nombres réels pdr(x) :%(é— €*). On

désigne pa¥ sa courbe représentative dans le plan muni dpgreeorthonorma{O, i, ).
1) Soity un réel. Montrer que pour tout réel f (x) = ¢ équivaut d™ - 2ue —1= 0. En déduire
gue I'équationf (x) = & a une unique solution daRset déterminer sa valeur en fonctionde

2) a) Déterminer les limites deen - et .
b) Calculerf' (X) pour tout nombre réalet en déduire le sens de variatiorf darR.

3) a) Déterminer une équation de la tangdna¢’ en son point d'abscisse 0.
b) En étudiant le sens de variation de la fonctiaefinie suiR par d(x) = f(X) — x, préciser la
position deT par rapport &.
c) tracerT et¢ (unité graphique 2cm).

4) SoitD la partie représentant sur le graphique I'ensemdepointdM de coordonnées(; y)
telles que0 < x<1,x< y< f(x). Hachurer le domain®, calculer en cfl‘aire deD.

Partie C
On cherche a déterminer les fonctigbgiérivables sur I'ensembRe des nombres réels, telles que

pour tout réek : ®(x) —Jx.(x— P(t)dt= x (H)

1) On suppose qu'il existe une telle fonctiipn

a) Justifier que pour tout nombre r&ekb(x) = x+ xf (1) dt—j (9 dt. Calculer®(0).
0 0

b) Démontrer que pour tout nombre rgefb'(x) :1+J'CD(t)dt. Calculer®'(0).
0

c) Vérifier qued est une solution de I'équation différentielle (f€) la partie A. Déterminer
laquelle, parmi toutes les solutions explicitéessda question A. 2)

2) a) A l'aide d'une intégration par parties, c@lc@t(et —-e') dt.
0

b) Démontrer que la fonction trouvée a la questian vérifie bien la relation (H).



