Nombres complexes

Ouverture

Née pour résoudre des équations, la théorie
des nombres complexes est devenue un incon-
tournable de la science. On en retrouve des
applications dans diverses branches des mathé-
matiques et de la physique. En effet pour traiter
un probleme réel on peut étre amené a « plon-
ger » ce probléme dans les nombres complexes,
ou la résolution sera plus simple, pour ensuite
« redescendre » dans les réels et conclure le
raisonnement. C'est le cas pour la résolution
d’équations différentielles, pour I'étude de suites
ou encore |"étude de phénomeénes vibratoires.
Réponse a la question :

I'ensemble de Mandelbrot

Soient a et b deux réels. Les deux suites réelles
définies par x,,;=x2 - y2+aety, ,=2x,y,+b,
avec xg = ¥o = 0, peuvent se réunir en une seule
suite complexe, notée z, 4= z% +¢, en posant
z, =X, +iy,.Icic=a+ib, aveci?=—1.
Lensemble de Mandelbrot est I'ensemble des
points C de coordonnées (a ; b) tels que nix,, niy,
ne tendent vers l'infini quand n tend vers I'infini.

Vérifier ses acquis

na.x:3e N ; b.x=-4¢7;
c.x:%el]]); d.x:%e Q.

Fl1. a.S:{—%H}; b.s={1};

. S={2;2}; d.s= {i ”2‘/—}
e.S=9; f.S=0.

2. Les solutions de c. et d. sont irrationnelles.
El a. @+b)2=a2+2ab +b2.

b. (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab? + b3.
c. (@a+b)4=a%+4a3b + 6a2b? + 4ab3 + b4,

n 1. a. A(cosg ; sing) donc A(? ; %).
b2, 1) el
2 2 2 2
B
2" 2

2. A’(cosE ; sinE) donc A’(l ; ﬁ) ;
£TeE
1 3 1 3 3 1
B(-—;—);Cl=;-—):D(=-2)
2 2 2" 2 2 2

10C = T, CEl =

[ a. AB= \/42+32—5 AC=N72+1=5J2 ;
BC=5.
Le triangle ABC est rectangle isocele en B.

3. 5
b. K(2 ; 2)
c. D(1; -1). ABCD est un parallélogramme ayant
deux c6tés consécutifs de méme longueur et per-
pendiculaires : c’est un carré.
d. KA = KB = KC = KD. Le cercle de centre K passe
par les 4 points A, B, C, D.

. T . T
1. a.sin—=sin5—=0,5;
7] c 5
. Y . T
sin(-—=) =sin(-5—=) =-0,5.
( 6) ( 6)

b. cos™ = cos(—E) =0,5;
3 3

cosZE = cos(—ZE) =-0,5.
3 3
LT T
C. sin— = cos— ;
4 4

d. sin(—E) = —cos™ ;
4 4

. LN ST
sm(—BZ)—cos( 34).

sin(3£) = —cos3£.
4 4
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2.a.E; — =—-=+2%;
4 2 2
C.E:—+2n; d.ﬁ:2+3x2n;
6 6 4 4
oL, £330 o,
4 2 2
9. -B"_ % on. h-2C__T_ 3.0
6 6 4 4

Activités d’introduction

b On pose f(x) = x3 — 6x — 40 et on vérifie que la
courbe coupe I'axe des abscisses au point d’'abs-
cisse 4, unique solution de (E,)

D a. W+v3=uw3+3uv+3uv2+V3=

u3 +v3 + 3uv(u +v).

b. Si u3 +v3 =40 et 3uv =6, alors
x3=(u+v)3=40 + 6x, donc x est solution de (E,).
¢. 3uv=6doncuv=2et(u)3=u3v3=8.
a+b=40etab =38, donc

a(40 —a) = b(40 — b) = 8 donc a et b sont les
solutions de I'équation x2 — 40x + 8 = 0.
d.a=20-142=(2-V2)3 et

b =20+ 1442 = (2 +2)3. Ainsi x = 4.

b On pose f(x) =x3-15x -4 et on vérifie que
la courbe coupe l'axe des abscisses au point
d’abscisse 4, ainsi qu’en deux autres points. En
développant I'expression, on obtient
X-B2+4x+1)=x3-4x%2 +4x2 - 16x+x -4 =
x3-15x - 4. Les solutions de (E,) sont -2 B,
-2+ \E, et 4.

a. Onposex=u+v,eta=u3etb=y3. Alors
a+b=4etab=53donc125=a(4-a)=b(4-b).
Ainsi a et b sont les deux solutions de I'équation
x2—4x+125=0, soit (x-2)2+121=0 qui na
pas de solution dans R.

b. (x-2)2-(-121) =

(x—2 - 114=1x =2+ 11J=1)
donca=2-11V-Tetbh =2+ 11J-1.

c. 2-V-13=23-3x22143x2.

W12 - (~1)3=8-12V=1-6 + V-1=2-1141
et (2+v=1)3=2 + 11J=1. On retrouve a + b = 4
qui est bien une solution de (E,).
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ba. 2-i2=4-4i+i2=3-4i;
2-i3=3B-4)2-)=6-3i-8i+4i2=2-11i;
+i3=2+11i.
b.2-i)3+@2+i)3=2-11i+2+11i=4.Donc
(2 —1i)3 + (2 + i)3 est bien solution de I'équation
(E,) de I'activité 2.

Z1+2;=(2+3)+@4-)=6+2ietzyz,=
(2+3)4-i)=8-2i+12i-3i2=11+ 10i.

Bra (2+302-30)=22-(3i)2=9+4=13

donc (2 + 3i)-% =1 donc 2 + 3i et 2_33| sont

inverse I'un de l'autre.
b. (a +ib)(a — ib) = a2 — (ib)2 = a2 + b2.

ib

- .
c. (@ +ib)——— =1 donc l'inverse du nombre
a2+ b?

complexe a + ib est a-ib
a2+ b2
Dra (+iz=202z=-2 =2 170

200 T+i 1+ 1-i

b.(1+i)z=2-ioz=2"0c(1-i)2-i)=
2-2i—i-1-1-3i

€. 2-3i)z+5=B+4i)z+1 & (2-3i-3-4i)
4 41-7)

z=4 & (1-7i)z="4 = z= - = =
1+71 1+ 72

4(1-7i)

50
d. (2-3)z+5=3B+4i)z+1eoz=a+ibet
(2-3i)a—-ib)+5-(3 + 4i)@a+ib)-1=0
s z=a+ibet(2a-3b+5-3a+4b-1)
+i(-3a-2b-4a-3b)=0<=z=a+ibet
(~a+b+4)+i(-7a-5b)=0
o z=a+ibet(-a+b+4)=0et (-7a-5b)=0
& z=a+ibeta=b+4et-7(b+4)-5b=0

4:)z=a+ibeta:b+4et—12b:28<:>z:§—%i.

a.
?;(2—5:@—\@)(“\/5):0.s:{ﬂ/§;£}
e x2-4x+4=(x-2)2=0.5={2}

* x(x-3)=0;5S={0;3}

« x+2)2-3=(x+2+B)x+2-3)=0.
S={-2-3;-2+3}

b.

e x2+1=x2-2=(x-i)x+1)=0.S={-i; i}
o x2+4=x2-4i2=(x-2i)(x+2i)=0.
S={-2i;2i}
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e x2-3=0ox2+3=x2=3i2=

(x —Bi)x +V3i) = 0. S = {~3i ; VBi}

e X+2)2+4=(x+2)2-4i2=
(x+2-2)x+2+2i)=0.5={-2+2i;-2-2i}
€ X2 +4x+5=x2+4x+54+1=(x+2)2 + 1=
(x+2)2-i2=(x+2-i)x+2+i); pour
x2+4x+5=0,onaS={-2+i;-2-i}

d.

e X2+ 2x+2=xX2+2x+1+1=Kx+12+1=
(x+1)2-i2=(x+1-i)x+1+i); pour

X2 +2x+2=0,onaS={-1+i;-1-i}

e X2+ x+1 =x2+x+l+§:(x+—)2+§:
4" 4 2' T4

3. 1 B 1

(x+%)2——|2=(x+5—|7)(x+5 +i§);pour

X2 +x+1 :0,onaS:{—l+i£;—l—i£}
2 2 2 2

e. Démonstration dans le cours page 270.

f.

e x24+4x+5=0.A=16-20=-4 =(2i)2 donc
z, :%(—4—2i):—2—ietzzzg(—4+2i):—2+i.
e x2+2x+2=0.A=4-8=-4=(2i)2 donc

z, :%(—2—2i):—1 —ietzzzg(—2+2i):—1 i
e x2+x+1=0.A=1-4=-3=(/3i)2 donc

2, =21 -@i):-l-iﬁetzzzlm +3i) =

2 2 2 2
1 B

- +i=.
2 2

ba. (z-=4)(Z2+bz+c)=23-4z2+bz%2 -

4bz +cz-4c=23-(4-b)z2 - (4b - ¢)z - 4c.
Ainsi z23-(4-b)z22-(4-c)z-4c=23=6z-40
& 4-b=0;4b-c=6 et 4c=40 © b=4 et
c=10.

b.22+4z+10=05z+22 +6=0<
z=-2-iWbouz=-2+ib. (E) a trois solutions,
dont une seule réelle.

c. 23-2-6=0 donc 2 est solution de
23-z-6=0.
(z=2)(z2+bz+c)=23-222+bz2 - 2bz+cz-2
c=23-(2-b)z2-(2b-0)z- 2c.
Orz3-(2-b)z2-2-0)z-2c=23-z-6
2-b=0;2b-c=1et2c=6b=2etc=3.
2+2z+43=06 (z+1)2+2=0 o z=-1-i2
ouz=-1+i?2.

23 —z- 6 =0 a trois solutions dont une seule réelle.

2

0B2
J
v |
A, of - A,
0B1
DZD=—2+i; Zg=3+2i.
ba. z_,=2+i; z_=-1+2i
w, w;

b.z. =z +z _ =2+i+-1+2i)=1+3i.
w w.

1 w;

N
€. zg —zp = 3i - 2 est I'affixe du vecteur AB(-2; 3).
ZI?E:ZE—ZD: 5+i.

b a. zpy=2-ietzp=-3-2i
b. zp = —zp et DED’E’ est un parallélogramme.
—>

Sh
c. M est le milieu de [AB] & MA+MB=0 &
— —

OM—10A+OBetzM=—(zA+zB)—1 +§|

D Soit W = 20 —

a.{=3w=30Q0d- v):6L7—3\7.
z,=6-3i=32-i)=3z_.
t w

b. et W sont colinéaires non nuls si et seule-
" : 4 re —
ment s'il existe un réel k non nul tel que t = kw.
Si W=xi+yv, alors £ =k(xd +yv) = kxi + kyv,
par conséquent z, = kx + iky = k(x + iy) =
t

-

N

c. A, B, C sont alignés < AB et AC sont coli-
— -

néaires, < AC = kAB < z- —zp = k(zg — zp), or k

Zc~2a

Zp=2Zp

est réel.

est réel, par conséquent

ba. a=\B-i,aa=(B-)3+i)=
(\3)+1=4=0A2;
a=aet(-a) =-adonc|a|=]|a|=|-al=]|-43]
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b. |b| =V2;axb=(3+i)(1-i)=
WB+1D+iB-1);
laxb|2=(W3 + 12+ (3 -1)2=

T+i

donc l[axb| =242 = |a| = |b|_%:7et
V21

HE

b 2 |b|
D a. AO(?; %). ag :% a donc les points O, A,
A sont alignés (voir activité 6).
OA, = 1 donc A est sur le cercle trigonométrique

coso = —3 et sind = 1 donc 6 = E.
2 2 6

b. b, = 17_—| cos®’ = Q etsing’ = _ﬂ donc
o V2 2 2

0 =-=.
4

C. agbg :ﬁz-((\/g + 1) +iB-1).
cos(0 + 0") = cosbcosh’ — sinBsin®” = B + 1
22 W2

B
sin(@ + ©’) = sinB-cos®’ + cosB-sind’ = —— — —.
22 22

5

d.a= 2(—3 + li) = 2(cosE + isinE) et
2 2 6 6

b=+2 (cos(—§)+ isin(—%)).

(@;0B) = (d; OBg) = —.

OR:0B) =arg? or 2= 121 _
e. (OA,OB)—arga,ora_\E_H_
% “3")=%«J§—1)+i(—J§—1>)=

1 o s o
UE(COS(G 0) + isin(6’ — 0)).

b 1 b T T 5t
Or |=| =—=doncarg—=6"-0=—-—=-"—,
|a| \/E ga

4 6 12
Activité 8

b cos(0 + 0") = cosfcosd’ — sinBsind et
sin(0 + 0’) = sinBcosd’ + cosOsind’.

D a. g(0) =cos0 +isin0 = 1.

(E) = cosE +isinE =i,
95 2 TN

1 1 _ cos@—isin@

"g(0) cosO+isin® cos20+sin20
cos(-0) + isin(-0) = g(-90).
c. g(6)-g(8") = (cosb + isinB)(cosd’ + isin®’) =
€0s0cosO’ — sinBsind + i(sinBcosd’ + cosBsing’) =
cos(0 + 0) +isin(6 + 6”) donc g(6)-g(6”) = g(6 + ©").
d. g’ = cos’ + isin’ = =sin + icos = i2sin + icos =
i(cos + isin) = ig.
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D a. |e®] =1 etarg(el®) = 0.
b. e = cosn + isint = -1 ; —€l® = eifei® = ¢iO+m)
donc |-e®| = 1 et arg(-e®) =0 + .
o ei®
C. — = e'e'e'(‘e) = e'(e‘e) donc |—,| =1et
@i @l

elf '
arg(ﬁ) =0-90.

e — et
b (OM; OM) = arg—- =6~ 6.
e

Travaux pratiques

TP 1 Des polynémes symétriques

b a. Lesracines defsont les abscisses des points
communs de la courbe avec |'axe des abscisses. Il y
a deux racines réelles si et seulement sic > 2 ou si
¢ < -2. Elles semblent avoir le méme signe et plus
I'une est grande, plus I'autre est petite.
b.A=c2-4et(A=0<c>20uc<-2).
(x—a)x—a)=x2+cx+1doncoa’ =1.

c. SiP(a) =0 alors 02 + ca.+ 1 =0 donc
02+co+1=0.Ainsigi2+co+1=0, et P@)=0.
d. x2 +2costx + 1=0doncc=2cos et -2 <c<2.
Si cos6 =1, P admet une seule racine x=-1; si
cos6 =-1, P admet une seule racine x=1 et si
-1 < cosB <1, alors A=4(cos?6 -1)=-4sin20
et les deux racines sont z;=cosf +isin6 et
Z, = cosO — isind.

b Dans I'exemplaire éleve, I'énoncé a été modifié :
e.A+23+22+2z+1=0.

a. Toutes les courbes passent par les points
A0 ; -1) et B(O; 1).
P(-1)=-a+b-b+a=0,a=0.

b. En développant x3+ 1= (x + 1)(x2 - x + 1).

c. P)=ab3 +cx2 +cx+ 1) =

a3 +1+c?+x)=alx+ N2 -x+1+cx) =
alx+ D2+ (c—Nx+1).

d. Padmet trois racines réelles distinctessic— 1 > 2
ouc-1<-2, cest-a-diresic >3 ouc<-1.

e. 233 +3x2+3x+ 2 =(x+ 1)(2x2 + x + 2). Pour
2x2+x+2=0,A=1-16=-15, et les racines

-1+iW15 -1-iW15
sontzy=———etzy=——-—.
4 4
Da. P(0)=1=0.
b. Siz¢0,@:l(z4+1)+l(323+3z)+
72 z2 z2

i4z2 = (22 +i) + 3(z+l) +4.
z2 z2 z
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c. 22:(Z+l)2=(22+i)+2 donc
Z2 22
P2)=0=22-2+32+4=22+3Z+2=
Z+2)z+1=0
d. On pose c=2cos0. Sachant quez¢0,z+l:_1
z
“1+i3 “1-i3
ou z, = ,
2 2

puisz+l:—2 ©22+22+1=0=2z=-1.
z

“1+i3 —1-13
et -1

©22+z+1=02,=

P a donc trois racines :

2 2
e.A+23+7224+2z+1=0 & Z= z+l et 2=
24Z41=22+7Z-1= (z-‘”‘/— _1_2\/—)=0.
Sachantquez¢0,2+l=_1;\/§@

z
22:_1+\/§z+1:0etz+l:_1_\/§@
2 z 2

zz+1+2\/§z+1:0.

L'équation a donc quatre solutions :

5 _—1+x/§+;\/5+x/§ 5 _—1+\/§_;\/5+\/§
N N RV T
1= \/——5 N G 55
377, 22 L RN

TP 2 Suite de nombres complexes
et suite de points

. . 1 . . 1 1.
DS'Z—X+W, f(z)—z(1 +|)(x+|y)+5+§|_

%(x -y +% + i(%(x +y)+ %). Grace a GeoGebra

tableur, on crée deux suites x,,, y,, puis on obtient
la ligne brisée suivante :
B

La suite de points semble converger vers le point
J d'affixe i.

D Soit J le point d'affixe i. Pour tout n e N, on
pose d, =JA,.

La suite de points semble converger vers 0 et d,,
semble étre géométrique.

B> a. flo) =00 0=2((1+io+ 1+ e

20=1+No+1+i=(1-Ho=1+ieo0=i.
J est donc le seul point invariant.
2

DI-lap = 0] =-d,.

La suite (d,,) est geometrlque de raison

b.d, =2, =0|= |_(1

0< 72 < 1 donc convergente vers 0.

c. Le point A, d’affixe a,, tend vers le point J.

TP 3 Unpeude géométrie

b a. @ Le fichier GeoGebra corrigé est dispo-
nible sur www.libtheque.fr/mathslycee.

b. W}, wy) = (G w)

¢ i. W, w) =arg(2l) = -arg2 = -, w;).
z, z,

[ — -z, Z,

ii. (—w, w,) = arg( . )=arg(-1) + arg(z )=

I 1 1

— —>
(wy w,) + .

iii.(w, Wz) = arg(EzZ) = arg(zzZ X Ezl) =
1

argEZ +arg Ezl = (w, ij) + (ij, Vv—;).
2
iv. L'affixe de AC est égal a c—a ; I'affixe de AB

— )
—a

est égal a b —a donc (AB, AC) = arg(b

ba. Si (c-a)=ib-a), alors |[c-a|=|b-a|
donc AC = AB et:;_a =i donc (AB, AC) = argi =~
-a

Par conséquent le triangle ABC est rectangle iso-
cele direct en A.

b. De méme, si (c—a)=-i(b-a), AB=AC et
= . b .

(AB, AC) = arg(-i) :_E alors le triangle ABC est
rectangle isocele indirect en A.

c. Les réciproques sont vraies si ABC est isocele
rectangle alors AB = AC et (AB AC) == ou = th

ABC rectangle isocéle < ((c —a) - |(b a))
((c-a)+ib-a)=0=(c-a)2+(b-a)¥=0

TP 4 Conjecturer des lieux de points

b a. @ Le fichier GeoGebra corrigé est dispo-
nible sur www.libtheque.fr/mathslycee.
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b. c. R semble fixe et le milieu de [AB] et S
semblent décrire un segment porté par la droite
d’équationy = x délimité par les points
1 1

A= ;—)etB(— ;=

(2 ) ( 5 2)
D a. Lequatlon de (AB) est y =1 - x, donc
Zy=x+i(1-x).
b. Soit | le milieu de [PQ]. Son affixe est
z = %(x +i(1 = x)). Le triangle PIR est rectangle
isocéle direct donc on a : zz -z, = i(zp - z) donc
Zr=z+i(zp-2) =

1

1. I U 1o
E(x+|(1—x))+|(x—§(x+|(1—x))—2+|2.

Le triangle PIS est rectangle isocele indirect donc
ona:zg—z =-i(zp - z) donc
z,=2z-ilzp-2z) =

1 . . 1 .

E(X+ i(1-x)) - I(X—E(X+ i(1-x)) =
17 .1

X—E+|(E—x).

TP 5 | Etude de fonctions sinusoidales

Dans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été modifié :
tous les ¢! et @2 deviennent des ¢; et ¢, et en
4.c. on cherche a déduire la valeur de A et de @.

b u(t) = Asin(ot + ¢ + g)

a. u=uqy+u, semble étre de la forme
u(t) = Acos(ot + @), c’est-a-dire une sinusoide.

b u(t) = ReA(cos(ot + @) + isin(wt + @) = ReU(t),
avec U(t) = Aeilot+o),

b a. Q1 t) = A1ei(mt+(p1)’ Qz(t) — Azei(q)tﬂpz)l
U(t) = Aeilt+o),

b. U(t) = U, () + U, (t) = el®(A 1% + A,el®) =
elot (Ael(p)_

c. el® 2 0 donc (A9 + A,e!®2) = Aei?. Ainsi
A= (A9 + Ael®)| et ¢ = arg(Age® + Ael®).

D a. cos(ot + g) + cos(mt — E) = Acos(wt + @).

e'5+e'g:i+£+i:£ 30 = \f(_ |£):
2 2 2 2 2

.

LT
J3e'3 donc A=+3 et [0} =§.

LT
b.1+2e3=1+1+i3=24+0i3.

On a donc cosnt + 2cos(mt + g) = Acos(ot + ¢)

avec o =m, A=+7, cos<p:727, sin(p:\j/_;.
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TP 6 Analyse fréquentielle
d’un systéme (SI)
Dans |'exemplaire éléve, I'énoncé a été modifié :
. ) Y
on pose Uy(t) = Upe'®*® ; le gain est noté G ==0.
on étudie G = |G| et arg(G). Y

bb. * Z=ilw=i2x Lf = 110mi.

ey 1.1 . 1000
=" Co 2rC¢f ©
Do bo-teo Zl _ Z .
U, Zd+Zpl Zc+24
! vecé:—@:RCwl
1+ZR/ZC ZC |
= 1 , T=RC.
T+i
1
c. |G| =———— et ¢ =arg(GQ) =-arg(1 + io1)
V14 (01)2
et tang = -m1
dG=—— '
V14 0,004096m2
Exercices

Maitriser le cours

El a. etb. Faux:Im(z) =2 ; c. et d. Vrai.

El pans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été modi-
fié : b. Re(iz) =

a. Vrai; b. Faux: Re(iz) =~

c. Faux:Im(z?) =a?2-b?2; d. Vrai.

EX Re(2i) =0, Im(2i) = 2

Re(-3) =-3, Im(-3) = 0 ; Re(0) = Im(0) =

Re(i2) = -1, Im(i2) =0 ; Re(3i — 1) =1,
Im3i-1)=3

Elzréel o d-x=0x=4. )

z imaginaire pur < 2 -3x=0 @x:g.
Les énoncés des exercices 5 et 6 p. 280 ont été
intervertis dans I'exemplaire éléve.
H2+4-i+307-2i)=27-7i;

4(-3 + 2i)(4i - 5) = 28 - 88i.

6] z=x+iy;Z=X+iy;z+Z=x+xX+iy+Yy).
z+Z =x+X-iy+y)=x-iz+x -iy=2+7Z.

ﬂ a. Faux;

F1Z=8+3i;%Z=2-6i

b. Vrai; c.Faux; d.Faux.
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1-3i 14 +7i
ma.S={T} b.S={ s}

[Aa s={1;1} b. S = {-V3i; V3i}
[Ha s={2-v5;2+5} b.S={5i;-i}
a s={1;2} b.S={-1+iv2;-1-iV2}
mzA:3; zg=-4i; zc=2+3i
f3 -2i;4;-2+5i;4-3i
[z, =-2-2i; z_ =2-3i

AB cD
mz,A_é=x—3+4i=—4(3—i)pourx=—9.

m z_,=-2-2i; z_,=x-4+yi.
AB DC

On en déduit qu’ABCD est un parallélogramme
pourx=2ety=-2.

] 1. b. 2.b. 3.b. 4.a
FIl AB =22 et CD =+/13.

B -1 =1;arg(-1) =T
|4] =4 ; arg(4) = 0.

|zi|=2;arg(2i)=§_

[-3i] =3; arg(—3i)=—§.

|2 - 2i] :2\/£;arg(2—2i):—§,
V3 +il =2;ar9(x/§+i)=g.
|\/§—3i| :Zx/?:;arg(x/g—3i):—§_

FE a. et b. zz' = rr'(cosBcos®’ —sinBsin®’ + i(cosd
sin®’ + sinBcosy’)) et |zz’| =rr.
c. arg(zz’) =0 + 6’ = arg(z) + arg(2)).

.U LT
Pl 1 =ein; 4=4ei2n;2i=2e2; 3i=3e 2;
LT .TC
2-2i=22e 2 ;B +i=26;

LT
3 -3i=243¢ 3.

T on
mz1:2x/§e 4,z,=2e6.
7

z122=4\/£e12.

m a. Imaginaire pursix=-2,5;
b. Imaginaire pur si x =0, réel siy =0,6.

Il a. 7-24i; b.7+24i; c. 25.

) a. -11-29i; b. -6 - 11i.
Fl a. 13+55i; b.-7i.

Ea. -11+2i; b.-11-2i; c. i
143
a. — +i—; b.-1.
B a. - +is

Dans I'exemplaire éleve, I'énoncé des exercices
34 a3 36 p. 281 a été modifié comme suit : « Pour
les exercices 34 a 36, mettre les conjugués des
nombres suivants sous forme algébrique ».

5 a. 5-2i; b.-3+2i; c.-3+4i
Hia. —2+2i; b.-6-19i.
3+2i -3-5i i
a. ; b. ;. Co=-—.
m 13 34 2
1-2i -3—i -3+4i
a. —; b. ——; C. .
m 5 10 5
m a. —1‘I+29|; b 11+7|'_ 11+ 23i
962 170 650
z1+22:_4—3i; 21z,=1-7i;
l+l:ﬂ; z:2+2,2=5-10i;
z, 7 2
1 1 -2+11i
— t+—= .
zZz 50

[l 22-32,=2+9i; zizy=7-i;
1T 1 7+i 1 1 2+4i

z, z; 10" 22 212_10

. . . 1 -17 + 6i
f(iy =-1-2i; f(1 =-2,; f—)= .
42] (n)_ i f(1+1) 2 =
[Ha z=2-3i; b.Z=(z+i)z-2i);
€. Z=-iz-3; d.Z=1-iz.
=  Z+i = Z-3-i
tila. Z= ; b.Z= .
.a Z+2 Z+2+i

m a. Z=zZdoncz+Z =z+Z=2Re(2) est un réel.

b.z-Z=z2-Z=2ilm(2) :—%i.

Ma. zz=13; b.zZz=25; c.z’E:%.
fil a. 7z=5; b.z’2=100;c.z’2=%.

Par propriété des conjugués, Tz) =f(2).

[0 fiz) =-f(2).

H] a. fz) =x2 - 2x - y2 +i(2xy - 2y) ;

b f(z):x(x+2)+y(y—1)+i(x+2)(y—1)—xy_
' (x+2)2 + y2 (x +2)2 + y?
xX2-x+y2-7 [ 2x+5y-1
X+22+@-12  (x+22+y-1?

c. fiz)=
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Fla. 2+4i)z+3-i=52-i o (3-4i)z=3 &
_ 33 +4i)

T 25

b.(1+3)(iz-1)=3-2)z+7) o

(-6+3i)Zz=22-1Miez= z:—g

FHa 2-)z+3-i=37-ieQ-i)k+iy)
+3-3x-iy)yox+y+3=-x+5y=0
@X:Eety:i.

4 4
b.4-iz+3-i=2(z-2i) o

7+y=2x=—x+2y+3=0<:>z=13_1+é_

i 7.
ma z+2 —4<:>z:—2|+Z:—Z|.

b Zt3 i, 3

Tiz-2 To2-i

H a. s={5;5} b.S={2i;2i}

03 a. s=1{2i;4i} b. S={2V3-3i;-2V3-3i}

Bla. z22-7=2o (x2-y2-x-2=2xy+y=0)

1:)x2—y2—x—2=0ety=00ux=—l o z=-1
ouz=2. 2
b.22-7?2=2 < 2ilm(z2) =0 donc S=O.

[ a. s= {%+|£;%—|§}
b s_ {1+;/ﬁ 1—;/1_7}

1 51 B
@a. S—E/E_+I7\/,_E—I7}
b s {1+ 7 1—27}

1 a7 1 Va7
Ga s=(g+iTgigi-—

4
b.s={-1;3}

1 BT B
Ea. S_{E+I7’E_I7}
bos-(2. 1B 1

2 2" 2 2

[ a 22-22=2o2z-3)=0<2z=00u

z=3.

b.z22-2z=3oz=-10uz=3;
-2z2=-2¢<z=1+iouz=1-i.

A a. 2_1:24:»22+z+1:04:>
z+2
1 B 1 B
Z=——+1—O0UuUz=——1—.
2 2 2 2
238 m Chapitre 9 m Nombres complexes

b.z_1:3<:>z:—z;
z+2 2
22l e z1-2)=1+diez=-L4+8
zZ+2 5 5
Z-3+i 11 5.
=4 z=—"T+21I;

zZ+2-1i 3 3
22340 a1 +2i)=1-5iez=—2-1]
Z+2-i 5 5

Pour les exercices 66 et 67 a. p. 282, les énoncés ont
été modifiés dans I'exemplaire éléve comme suit :
ex. 66 :

2z,-3z,=4 Z+2z,=1
a. ! 27 b.{" 27

iz)+4z, =5i Zyx 2y =1
ex. 67 :
A 3z,+2z,=2-5i

2= 2y =2+i

o [22132=4 _ [8+302=16+15i
" lizg+ 4z, =51 |(8+3i)z, = 6i
173 +72i
z=———
73 .
18+48ii'
73
Zi+2Zy=1 Z+2z,=1
b.]" 2 o2 donc
Zyxzy=1 z{(1-2z) =1

Zy =

z, et z, sont solutions de Z2-z+1=0.

31 B

Ainsi {z; z,} = {—+ — = - —}

3z,+2z,=2-5i 4z, =4 — 4
ma_{ 112 @{ 1

] =)
21—z, =2+i 4z, = -4 - 8i
zy=1-i
22:_1_2'
Z,+22,=2 zZ,+22,=2
b.{™" 2 o7 2 donc
Zyx22,=2 21 x(2-2z)=
z, et 2z, sont solutions de 22 - 2z + 2 = 0.
. 1-i . T+i
zZi=1+ietzy=—ouz;=1=ietz, =—.
1 275 1 2=
[ z2-3z+1)22+2z+2)=24-223-52+2.

3-45 3+45
ouz= ;
2 2
V7. 1 7.
2

22+z+2:0®z:—l+—| ouz=
2 2

3- f 3+f 1,471 V7.
S={——— s+ —i ;- ——i}
T2 27272 2
[ pans!’ exemplaire éléve, I'énoncé a été modifié :
fz) =23 - (2 + 3i)z2 + 2(1 + 3i)z - 6i.
a. (z-3i)(z2-22z+2)=23-222 + 2z - 3iz?
+ 6iz — 6i = f(2).

-3z+1=02z=
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b.f(z)=0=2z=3iouz2-2z+2=0.
S={3i;1+i;1-i}

m a. f(2i) = i)3 - (1 + 2212+ (1 +2i)(2i) - 2i
=-8i+4+8i+2i-4-2i=0;
b. (z-2)(z2-z+1)=23-22+z-2i-z2 + 2iz-
2i=1f(2);
€. (z)=0=2z=2iouz2-2z+1=0;
S={2i;l+£i;l—£i}

2 2 2 2
il f2)=0 & Z=22 et 22+47-5=0 & Z=22
et(Z=1ouZ=-5)=2z2=10uz?=-5.

S={-1;1;-i5;iV5}

A fz2)=0272=22et72+52+6=0 < Z=22
etZ=-2ouZ=-3o22=-20uz2=-3.
S={-iN2;iV2 ;-3 ;iV3}

[ a. (a-b)@2 +ab +b2)=a3+a2b +ab? -
ba? - ab? - b3 =a3 - b3.
b.z26-1=F-1)ZB+1)=Z-1)z2+z+1)
(z+1)Z2-2z+1).

1.3 1 3 143
. S={1;,—+—i;,——-——i;-1;,-+—i;
2 2 2 2 2 2
1 4B
___|}
2 2

a. z_, =zg-2zp=-1-2i.
i3 B CBTAA
_— —

b. ABCD parallélogramme < AB =DC
©Zp=2c- 2 Szp=-2+2i+1+4i=-1+6i
€ 154i-2+2)=1(3+3)=14-3i-1+6i)

) T2 T2 '
[AC] et [BD] ont donc le méme milieu.

EZ] Dans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été modifié :
Zp=2+I.

z =1-3i,z_,=2-6i=2z_,
AB DC AB

(AB) et (CD) sont donc paralléles.

Ef pans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été modi-
fié : b. I est le milieu de [BC].

1 1 .
a.zo=—(zp+zp+2)==(5+1);
G 3(A B +20) 3( )
1 1 1
b.z==(@zz+2z:)==2-i).z_ ==(-4-5i);
| 2(3 fa) 2( ) i 3( )
1 .
z_, =—(-4-75i).
Al 2( )

z . = gzq donc A, | et G sont alignés.
AG 3 Al
m a. z,:%(S—i);zJ:%(2+3i);

2= %(—5 ~ 2i),

b. z; :%(zA+zB +20)=0 :zG,:%(z| +2)+ 2).

ABC et IJK ont donc méme centre de gravité.

fil a. z_, =4-2i=z_, donc ABCD est un paral-
AB DC

lélogramme.
b. 2(zg - zp) - (25— 2p) + 2(zg -2 =0 &

zZg= %(ZzA -zz+2z0) &

z ——li —l(z +2z.+2p)

G=3'73¥AT 2T 2p)

Pour les exercices 82 a 84, soit M de coordonnées
;).

31 41,
. M(—— + —I).
B a. m-72+ 750

b.(1+i)z-(1-Dz+2i=0 & Im((1 +i)z=-1
& x+y+1=0. Lensemble des points M est
donc la droite d’équation y = —x — 1.

€. (1-2)z+(1+2)Z2+4=0 < Re(1-2i)z=-2
& x+2y+2=0. Lensemble des points M est

donc la droite d’équation y = —%x -1.

d 2x+4y=x2+y2 = (x-1)2 + (y-2)2=5.
L'ensemble des points M est donc le cercle de
centre I(1 ; 2) et de rayon \5.

[H a. Im(z2+2)=0oxy—y=y@2x-1)=0.
L'ensemble des points M est la réunion des

droitesy =0 etx:%.

b. Im(1 +2)(i+2)=0x-y+1=0.
L'ensemble des points M est donc la droite d'équa-
tiony=x+1.

c. Re((1 +2)(i+2)=0=x2+y?2 +x-y=0.
L'ensemble des points M est donc le cercle de

centre I(—l ; l) et de rayon Q
2°2 2

d. Im(z2 -z +2) = 2xy -y = 0. La solution est la
méme qu’en a.

EA pans I'exemplaire éleve, les questions e. et f.
ont été supprimées.
a. Im(z_1_):— 2X—-y-—-2 _
z+2i x2 4+ (y +2)?
L'ensemble des points M est donc la droite d'équa-
tion y = 2x — 2 privée de A(0 ; -2).
b. Re(z_1_): X2 —x+yZ+2y _
z+2i x2+(y +2)2
L'ensemble des points M est donc le cercle de

centre I(% ; — 1) de rayon ? privé de A(0 ; -2).

z+1-2i Ax-4y+4

c. Im - = =
z-3+2 (x-32+(y+27?
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L'ensemble des points M est la droite d'équation
y=-x+ 1 privée de B(3 ; -2).
d. Re(z+1_2i, _ x2-2x+y?— _

z-3+2" (x-32+(y+2)72
L'ensemble des points M est le cercle de centre
I(1; 0) et de rayon 242 privé de B(3 ; -2).

m A, B, C, D et E sont sur le cercle de centre O
et rayon 2. Le module de leurs affixes a, b,c d

e est 2. On lit arg(a) =0, arg(b) == arg(c)
arg(d) :— et arg(e) =

87]

<i

<

a. Lensemble des points M est la demi droite [OA).
b. Lensemble des points M est la demi droite [OB).

[} a. point C b. point D

<i

<y

)
<

240 m Chapitre 9 m Nombres complexes

la| = 2v2, arg(a) =3§; |b| =243,

arg(b)=—2£; lc| =1 ;arg(c):—5—n; |d| =2,
3 6
arg(d)=mn; |e| =5, argle) ==
] a. |z| =1, arg(z) =—
b. |a| =3, arga) = ”“ —1, arg(b) = ”" ’2‘
|c| =2, arg (c) = —+n ld| = 4arg(d)_11_n_§'

1Tc
=1,
le] arg(e) = ~7

&l a. z:2\/§(£+—); |z| =243, arg(z) ==

’

b. 3,
|a| =3, arg(a) = 12

1171: +E.
2,

c| =2, ar c:—+n;
<l g(c) 5

|b| =1, arg(b) =

M =
d| =4, argld) =~ _T.
|d] =4, arg(d) =5 =3

le| =1, arg(e) =—=

A a. —X-—-ly=-z,;ix-y=iz; -ix+y=-iz. Tous
sont de module r.
arg(-z) =0 + m ; arg(iz) = +§ ;arg(-iz) =0 - g
b.x-iy=z,x+iy=-Z;ix+y=

—ix —y =-iz. Tous sont de module r.

arg(z) =-0; arg(-z)=-0+m; arg(iz) =-6 +§ ;

. T
_i7) = -0 - =,
arg(-iz) 2

2 a. |zpl =2 = |z] ;

zc=2,donc |z¢| =2 etarg(zg) =0
b. AB = AC=BC=23.
c. Le triangle est équilatéral.

arg(z,) = = =-arg(zp) ;

m a. On pose A(3 —i), B(-2 + 3i) et M(z).

MA = MB donc M décrit la médiatrice de [AB].
b.z=x+iyet|z-3+i|2=|z+2-3i|?
SKX-32+F+1)2=x+2)2+(y-3)2 e
—6x+2y+10=4x-6y+13 < 10x-8y+3=0.
La droite A d'équation 10x — 8y + 3 = 0 passe par le

milieu I(% ; 1) de [AB] et est perpendiculaire a (AB).
A 1. |zA| 22, arg(zp) = —— ; |zg| =

arg(zg) =— ; |zc| = \/§, arg(zc) =—=
6

© éditions Belin, 2012.



2. a. zp=-2i3.
b. |zp| = |25 xZc| =243 ;

arg(zp) = arg(zg) - arg(zg) = —=.

2
[ a. |a :Z,arg(a):—E; b :Zﬁ,arg(b):z.
6 4
2n
b. [a4| = 16, arg(a%) = -4~ = -2~ ;
EM arg(a®) c 3
|b3] = 16v2, arg(b3):3§;
|b| =2+2, arg(5)=—%;
a3 zé 93T
I(b)l 4.alrg((b)) T
an o
EEa:Z\/Eell; b=23e 3.

5n

. LT
[ a= e' 6 ; b= 2\3e 6.

.TU LT
m a=4aRen ; b= 4e_lg.
m a=3i; b=-2i; c=-1.
LT .U
[l a=3eit; b=2e2; c=5¢2.
.TU .TU
m a. Z1= \/EeilE 12y = \/ielz.
TE

b.Z=2e12.

o+ 2 VG- 2
2 2
R ez n BB

d. cos— ; sin— =
12 4 12 4

.TU
[ a. z=23¢ 's.
T T .51t
b.a=63e 6 ;b= 24363 ;C= 4Be6 ;
.21 LT
d=83e3 ;e= 23e6.

. . ie+2) .
[ a. z=rei®m) ;iz=re" 2’ ;-iz=re

. T
|(—6+E) ,_

. T
l(e_i)_

b. z =re 10 =7 = rei-0+7) ; j7 = re
. T
- i(-6--)
-1z =re 2,

. o . -0+ D)
m coso, — isinoe = e7'%* ; sino. + icosoL = e 2,

. . i+ D)
—sino + icosau=e 2

[T a. 2610 + 2¢-10, b. -4.

N cos(2x - g) = 2sinx-cosx ;

T .
sm(z — 2x) = cos?x — sin?x.

[F1 OnposeZ=322+zz + 612 &
Z=302—y2 + 2ixy) + x2 + y2 + 6iN2.

Re(Z) = 4x2 - 2y2 = 2(x/§x—y)(x/§x+y);
Im(Z):6(xy—\/§).

AinsiZ=0 < Re(?)=Im@2)=0 o y=2xetx2=1
ouy=—2xetx2=-1doncS={1+i2;-1-i2}.

[m Dans I'exemplaire éleve, I'énoncé a été modi-
fié : la premiére équation a résoudre est
22-P2z+1=0.

(22 -V2z+ 1)@Z2+2z+1) = (22 + 1)2 - 222
=z4+1.

S={%(\/5+ix/5); %(\/E—i\/i); % (=2 +iW2) ;
%(—ﬁ—iﬁ)}.

[ A=-cos20sin6<0:A=0<0=0.
S={2-itan6; 2 + itan6}.

fH a. P-1)=-1-3-3+7=0.
b.(z+1)(z2+az+b)=23+az2+bz+2z2+az+
b=23-322+32z+7 © a+1=-3, b+a=3 et
b=7<a=-4etb=7.

Cc. P2)=0=z=-10uz2-42z+7=0.

S={-1;2+i3;2-i3}.

3 a. P(-i)=i+16-i-89 - 16+ 89 = 0.

b. (z+ )22 +az+b) =23 +az?2 + bz + iz2 + iaz
+ib=P(z) @ a+i=-16+i, b+ia=89 - 16i et
ib=89 < a=-16etb =389.

€. PZ)=0=z=-iouz?2-16z+89=0.
S={-i;4+5i;4-5i}.

[ a. P(ic) =-io3 - 2(1 =) a2 + (1 - 4i)

io.— 2i =0 & Re(P(iar)) = Im(P(io)) = 0 < o = 2.
b. (z-2i)(z2 + az+ b) =23 + az? + bz - 2iz? - iaz
-2ib=P(2) @ a-2i=2-2i, b-2ia=1-4i et
-2ib=-2ia=2etb=1.

C. P2)=0=z=-iouz2+2z+1=0.
S={-=2i;1}.

[ff a. P(3) =0.

b. P(z) = (z - 3)(z2 - 4iz - 3).

€. Z2+1=0=z=iouz=-i.

d. Qz-2i)=(z-2i)2 + 1 =22 - 4iz- 3.

Ainsi P(z) =0 < z=3 ou Q(z - 2i) = 0. On a donc
S={3;1i;3i}.

[ a. (@a-b)@2+ab+b2)=a3+a2b+ab2=
a2b —ab? — b3 =a3 - b3.
b.23-8=(z-2)(z2+2z+4).
B=8oz=20uz=-1+13ouz=-1-ih3.
12-(-1+iV3)] = [2- (-1 -iW3)| =

[(=1 +iW3) = (-1 —iW3)| = 2+3.
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m Dans l'exemplaire éléve, I'énoncé a été
modifié : b. Soit u # —1 un nombre complexe.
a.Z-1=Z-1NZ2+1)=cC-DEz+DEz-)z+i).
OnadoncS={1;-1;i;-}
b.z:u—_1 szu+N)=u-1ou1-2)=z+1
u+1
z+1
Su=—-m.
1-z
¢. -1 n'est pas solutionet (U-1)4=(u+ 1) &

i+1 .
Z4=1 etz¢1.Doncu:00uu:|1—,:|ou
—i

—i+1 .
u= — =i,
T+i
1 a. s= {1;-1;i,;-i} (voir exercice 120).

b.z-1N)ZB+22+z+1)=
A+B+22472-(B+2+z+1)=24-1.
. 23+722+72+1=0Z%=1etZ221

Ze 10 -n EE3REE 2 2y q -0
. z—i z—i z—i
= z_+| e {-1;i;-i} (voir exercice 120).
z—i

Doncze {0;1;-1}.

[PH La fonction considérée dans I'exercice s'ap-
pelle P et non f.

a. P(2) = (22 + )22 ~ 2z - 4).
b.S={-2i;2i;—2;2V2}.

€. a=2V2, b=2i,c=—2,d=-2i, sont les
affixes de A, B, C, D.

Une figure suggére que I(%\/E ; 0) milieu de [AC]
est le centre du cercle. On vérifie que
IA:IB:IC:ID:S% \2.

[PH Dans I'exemplaire éleve, la question c. a été
modifiée : on veut montrer que les solutions de
P(z) = 0 sont les affixes des sommets d’un triangle
rectangle (pas isocele).

a. P(i)=0.

b. P2) = (z-i)(z2 - 2z + 2).

c. a=i,b=1+i,c=1-isontles affixes respectives
des sommets d’un triangle ABC rectangle en B.

P2 a. Vrai: OA=AB=+29, OB=+58 donc
d'apres le théoréeme de Pythagore, OAB est rec-
tangle et isocele.

b. Vrai : Soit A(i), B(-2i). MA = MB donc (A),

médiatrice de [AB], a pour équation y = —%.
c. Faux:arg(3 + i3) :g, donc

PV T | T .
arg(z3n) = 3n€ = nz. Ainsi z3" est imaginaire pur

pour n impair, réel pour n pair.
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d. Vrai : si g est un argument de z alors z = ki,
k>0et|i+z|=1+|z|=1+k
L 1 1
e. Vrai:si |z| =1alors— =2z 2etz2+ — estun
22 2

z
réel.

125 WIS 2.c.; 3.c

Ph zz= + iy )(x —iy) = 0 + yy) +ilxy” — yx).
a. OM et OM' sont orthogonaux < xx"+yy’ =0
< Re(Z’z) = 0.

— e
b. O, M et M’ alignés < OM et OM' colinéaires &
xy' —yx' =0 & Im(ZZ) = 0.

P 1. 6-m=ia-memii-i=b-ia
b-ia _n:c—ib_ _d-ic |

doncm==—= =i

oncm oy 1—i p T-i

_a-id

LTI .

2.p—m—d b1 c-a) tq-n=
—i

a-c-i@=b _ i, ) donc

1-i
lp-m| = |q—n|it>arg(p—m) :arg(i(i)—n).
Ainsi MP = QN et MP est orthogonal a NQ.
3.a.2k=a+c;2l=b+d;2u=m+p;
2v=n+q. Donc2/-2ki=b+d-il@a+c)=
(1-)m+p)et2k-2li=a+c-ib+d) =
(1=i)n+q)doncm+p=(1+i)l-ik) et
n+p=Q01+i)k-il.
b. ABCD parallélogramme © K=L <
m+p=k(1+i)(1-i)=n+p < U=V < MNPQ
est un parallélogramme.
C. 2Uu+v)=m+n+p+qg=b+c+d+a=2(+k);
2U-v)=m+p-n-qg=ilb+d-a-c)=2il-k).
[UV] et [KL] ont méme milieu, UV=|u-v|=
[itl - k)| = |I- k| =KL et (UV) et (KL) sont ortho-
gonales.
ULVK a des diagonales de méme milieu, de méme
longueur et orthogonales. C’est donc un carré.

mﬂ Dans l'exemplaire éleve, I'énoncé a été
modifié : on veut montrer que le triangle KMN
est rectangle isocéle en K.
On supposera que AMB et CNA sont directs donc
a-m=ib-m)etc-n=i(@a-n)dou
a—ib c—ia b+c
m= —, n= —, k= .
T—i 1-i 2
2@-ib)-(b+)(1-i) _
2(1-1) -
2a—ib+ic-b-c .
2(1-1) !

m-k=
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2(c—ia)-(b+)(1-i) _

2(1-1) -
-2ia-b+c+ib+lc

2(1-1) !
m — k =i(n — k) donc MNK est rectangle isocéle
en K.

I 1. a.zp =izpy= -1 +i(1 +42).

OAA’ est rectangle isocele en O.

b.z,-z=1 +2 —i iz -2z =-1-i(1 —\/E)z
1- x/f)(zA—z|). Or 1 -2 est un réel négatif
donc A, | et A" sont alignés.

2. a. M, | et M’ sont alignés si et seulement si il
existe un réel k tel que z — 2i = k(iz - 2i) = ik(z - 2). (1)
(1) signifie que (CM) et (BM) sont perpendicu-
laires, donc M est sur le cercle (G) de diameétre
[BC], de centre Q d’affixe = 1 + i et de rayon V2.
b. QA =42 donc A appartient a (G).

c. IQM’ = |iz-io| = |i(z- ®) = |z- »| donc
OM =2 & AQM’ =+2.

3. a. A(a), B(b), A’(ia), B(ib). b’—a"=i(b-a)
donc (AB) et (A’B’) sont perpendiculaires.
b.b-a=1-v2+i=(2 - 1)ia donc (OA) et (AB)
sont perpendiculaires. (AB) = (AC) et (A'C) = (A’B’).
OACA’ a trois angles droits et OA = OA’. C'est
donc un carré.

] 1. a-b=4-2i, a-c=-4-8i=-2ib-a)
donc ABC est rectangle en A.

2. d-c=9+ 3i=3i(1 - 3i) = 3i(d - b) donc BCD
est rectangle en D.

A, B, C, D sont situés sur le cercle de diamétre
[BC], de centre I(3 — 4i) et de rayon IA =5.

n-k=

3. a0 =021 43i: =101
a b 5
.10, -7-i
=—i=—-o.
c 5 ) .
b. c’—a’:_125_16I :2_65_8I =2(b’ - a’) donc

A’, B’, C’ sont alignés.
2
1. k=1+i;k=—— i
k—i
2. a. l:%;l’:ldonc L=L".
b.Z=z% z2z-i)=-22 © z(2z-i) = 0. |l existe
donc deux points invariants par f, L et O.

H i)y 2
3.a.3g-itzez-2rNE-D=2
1 Z—1

3z-i)
b. SiAM =r, alors |[z-i| =ret |g]| :OG:BL.
= r

donc

g:

c. arg(g) =-arg(z— i) = —(U; AM).

d. Le centre de gravité D du triangle ADD’ est sur le

> = > —>
cercle de centre O de rayon 1 et (u; 0G) =—(u ; AD).

— —
Soit | le milieu de [AD]. On aID =31G.

Eﬂ z’:—; sZz=-1Tetz#0.
z

A.1.|ZZ| = |-1| donc |Z|-|Z]| = 1.
arg(z’z) = arg(-1) donc arg(z’) - arg(z) = m.

— — — > —
2. (OM; OM) = (OM; u) + (u; OM’) =
arg(z’) — arg(z) = n. Donc O, M et M’ sont
alignés.

3.Z7+1=z2+1 :—l+1:l(z—1).

z z
B.1. |z-1| =1 & AM =1 donc (I) est le cercle
de centre A et de rayon 1.

2.a. |z-1]=1donc |Z+1| = | Mz -1)| =
V4

1 .
|-=1|-1z-1| = |Z’|. Donc BM’ = OM’, i.e M’ est
z

situé sur la médiatrice de [OB]

b. |Z+1|=|Z||]z-1]| donc si |Z+1]|=|Z],
alors |[z-1] =1.

€. Si M est un point de ('), alors M’ est a l'inter-
section de la droite (OM) et de la médiatrice de
[OB].

14 M

iz+2

Z—1

EE Onposea=i,b=1+ietc=-1+iz=
1. a.b’:lb—+2

=iM+i)+2=1+i=b;

c=-i-1+i)-2=-1+i=c

b. Z-)z-)=iz+2-iz-)=iz+2-iz-1=1
c. (d"—i)d—-i) =1 donc par module, AD"AD =1
et par argument, arg(d” - i) = —arg(d — i) donc

> — jrq—

(u; AD’) =—(u; AD’).

D’ est donc situé sur le cercle de centre A et de

rayon $ et tel que (a;ﬁ) = —(a;A_)D').

2. AM =R et AM-AM’ = 1 donc AM’ = % L'image
par f du cercle de centre A et de rayon R est le

1
cercle de centre A et de rayon 7
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3.a.Siz=ki,k#1etz-i=i(k-1)donc
1 i i
Z-i=——=——doncZz =i+ -——donc
z—i 1-k 1-k
I'image de I'axe imaginaire privé du point A est
lui-méme, avec Z’ # .

b. M € % donc (B;M):o ou T et (a;m):o

ou 1t donc I'image de la droite D privée du point
A est elle méme.

EEA pans |'exemplaire éleve, I'énoncé commence
par « Soient A d’affixe i et B d'affixe 2. »
1.Z=zciz+1=0<z=i.faun unique point
invariant A d’affixe i.
2.a.Z7-z=iz+1=-i(-z+i)doncsiz=#i,

Z-z i

i—z

z z| =|-i| =1 donc MM’=MA et donc M’
z

est situé sur le cercle de centre M passant par A.

272 __T donc (MA : MM) = -Z.

i—z 2 2
3.a.27-3-2i=(1+i)z+1-3-2i=(1+1)
z=-21+)=01+i)z-2).

b. Si BM = |z- 2| =5, et C d'affixe 3 + 2i, alors
CM' = |Z-3-2i|=|1+i] V5=110 donc M
appartient au cercle € de centre C, de rayon ho.
c. Aest invariant, il se situe donc a l'intersection
des deux cercles. C = f(B) donc ABC est rectangle
isocele en B et I'autre point commun est le symé-
trique de A par rapport a B.

E 1. a. On note p I'affixe de P et p” I'affixe de
P’.Sip=1+i,alorsp’=-1-1i.
b.p-a=-1+ietp -b'=1-i=—(p-a) donc
(AP) et (BP’) sont paralléles.
c. p’—p=2(-1-i)=2i(p —a) donc (AP) et (PP’)
sont perpendiculaires.
2.7=z22Z-2)=2z-2)=2=Z & zréel.
L'axe réel est I'ensemble des points invariants par f.
3.a.z-2)(Z-2)=(z-2)(z-2)=|z-2|2 est réel.
b. z,+2_zz 4doncz +2: zz-4
z-2 z-2 |z- 2|2
— —
¢. BM' = kAM donc les droites (AM) et (BM’) sont
paralléles.
_ 2(_z—z) donc (-2 =2(z—z)
z-2 z-2 |z- 2|2
imaginaire pur donc (AM) et (MM’) sont perpen-
diculaires.

=k est réel.

4, 7 - est un

5. M’ est a I'intersection de la paralléle a (AM)
passant par B et de la perpendiculaire a (AM) pas-
sant par M.

244 m Chapitre 9 m Nombres complexes

2

2_ 2 _
m1.22x 2X+ys+3y+2 x+2y+4i'
x2+(y +2) x2+(y +2)
a.Z réel @ x+2y+4=0. E est la droite
d'équation —x + 2y + 4 = 0, privée de B(0 ; -2).

b. Zimaginaire pur & (x - 1)2 + (y + = )2—%:0,

avec (x; y) #(0; -2).

F est le cercle de centre I(1 ; —E) et de rayon £
privé de B(0 ; 2). 2 2

2. Zréel e z-a=k(z-b),avecke Retz#b, &
— s

AM et BM colinéaires, avec M # B. Par conséquent
E est la droite (AB) privée de B.
Siz=a, Z=0 estimaginaire pur Siz#Aetz#B,

Z imaginaire pur & (AM BM) = + kp donc F est

le cercle de diameétre [AB] privé de B.

3. |Z-1||z+2i|=|z-2+i-z-2i| =|-2-1i]
5 donc si BM = |z + 2i| =5 et J(1) alors

JM’ =1 et M’ est situé sur le cercle de centre J et

de rayon 1.

m Dans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été
modifié : zp = =3 - .
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1. a.zp=5i=2c;zg=-3-i=2p.

b.Z=z<2iz=2+4i o z=2-i.faun unique

point invariant Q, d'affixe =2 - i.

2.a.7-2z=2iz-2-4i=-2i2-i-2)=2i(0—2).

b. Pour z # ®, >—2 = ~2i donc par module et
w-2z

argument, pour M # Q, MM
i QM

(MG ; M) :—g.

=2, et

c. QMM’ est rectangle en M.
3.zp=-1- i3 = 2(cos(—23—n) + isin(—Z?n)). E’ est
situé sur le cercle de centre M et de rayon 2QM

tel que (WZ ;MMY) = —g.

o iC-a)  -iC-a)
[Ef] a. s={e;e@} b.S={e2 ;e 2 '}
EEL] 1. aest réel donca =a, b =-b et P(z;) = 0.
P(-Z)) =-az@ +b=-azg -b=—(az3+b)=0;
P(z) =23 +1i.
2. a.z,=P0)=i.
b. P(zy) =-i +i=0 donc f(A) = O.

LT
3. a.P(z5) = (e 6)3+i=—i+i=0 donc f(B) = 0.

.T
b. P(-Z) = 0 donc f(B) = O avec B" d'affixe -5,

fZT) 1. soit B d'affixe b et B’ d'affixe b’. Si
b=2-i, alors b’ =-i.

2.z2=7 & 2Z+i)-z+i=0, avec z # | &
z=x+iy et xX2+y2+ix—-y-x—-iy+i=0, avec
x;9)20;Nex2+y2—y-x=0etx-y+1=0,
avec (x,; y)=(0; 1).

Orsiy=x+1, alors x2+ (x+1)2 - (x+1)-x=0
o22=0sx=0.

Etsix=0, alorsy=1.0r (x, y) # (0, 1), il n'y a
donc pas de point invariant.

3.a.0M = |Z|;or |Z+i|=|z-i|=|z—i]
donc OM’ = 1.

M’ est donc situé sur le cercle de centre O et de
rayon 1.

b. arg(Z + i) = arg(z — i) = -arg(z — i) donc
arg(z’) = 2arg(z — i) et pour M = A,

—
(@, OMY) = 2(&, AM) + 2kp.

c. On construit M’ a l'intersection du cercle de
centre O de rayon 1 et de la demi-droite [OM’)

telle que (i : OM) = 2( ; AM).

4. M e (d) = (@ ; AM) = (u ; w) + krt donc

(G,O—>I\/I’)=2(L7,W)+k2n=§+k2n et OM’ = 1. Par

conséquent I'image de (d) est le point B' d'affixe
T
e3.

2 pans I'exemplaire éléve, I'énoncé de la ques-
tion 2. a été modifié : dans I'expression de (E), x
est remplacé par o.

1. tanx=1+tan2x > 0 et lim tanx =+ o,

T
X—>—
2
lim tanx =— ; d'aprés le théoréme des valeurs
x—-Z
2

intermédiaires, tan est une fonction continue
strictement croissante, et tout réel a un unique

antécédent sur ]—E;E[.
2 2

2. |a| =|a| donc |1 -i-tana| = |1 +i-tana| et

pour a et b réels, a3 = b3 < a =b donc si

(1 +iz2)3(1 - i-tano) =

(1-i2)3(1 + i-tano) alors |1 +iz| = |1 -iz|.

Ainsi |1+iz| =|1-iz]| & |1+iz]2=|1-iz|2 &

M+iz2(1-i2)=(1-i2)(1+iZ2) ©®z=Z < z est réel.

3. a. T+itanx _ cosx +isinx
1—itanx cosx —isinx

b. D'aprés 1. z = tan(g).

= e2ix — (eix)Z_
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c. () &

. . 3
1+!tanoc: 1+!tan<p o o2i0 = 669 s
1-itana (1-itang
6(p=20c+k2n4:>(p=%+k2—n.

o 2n

d. z, :tan% 12 :tan(% ) z3= tan( ——)

ZF 1. a.a,=flag) =2 + 2i V3 ; a, = f(a;) =
1413 a =f(a2)=%(—1 +i3).
+iW3 1L

. 1
b. Par récurrence, 1 -ye3eta=8= 23,

inr: i(n+1)7t
ig =23na 3 — 23-n-1
Sia,=23"e 3 alorsa,. =2 e 3
2. a. r,=|a,| =23". () est une suite géomé-

trique de raison %, de premier terme 8.

b. r, 0‘2 237 <102 (3 -n)in2 < -2In(10)

©n=3+ In{10)
In2

, soit pour n = 10.

3. a. I1—|a1 | = |-6 +2iW3| =4I, ;
l,=2 V3 I3= \/—D :
(/) semble géométrique de raison 3

b.ay, - - 1+|f_1) 3+:\Ed
l,=4~327",
4. L,=ly+1; +. +/n1—4\/_

(142742244 2-0-1) ~ay3(1 — 212 =
8/3(1-21).0 < 2-1 < 1 donc lim2" =0 et
limL,, = 8V3.

fZE] 1. a.En développant,
1-201+z+22+.. 42" =1-2".
b.z'"=11-2"=0&z=10u
1+z+22+...+21=0.

LT
2. (o:eZIE donc |o| =1=00.
a. 05=e2"t=1; 04 =050 =0 ; 03 = 040D = ®2.
b.ozletw>=1.
u+v=uv=om+n?+o3 +ot=-1.
c. u(1 —u)=v(-1-v)=-1donc u et v sont solu-
tions de I'équation x2 + x — 1 = 0.

_ 2 _
d. U=0+®=2Rew = 205~ > 0 et v= @2+ B2 =

2re(w?) = ZCOS(E) < 0 donc cos(z—n) i s 5
5 5 4

4 -1-+5

et cos— = .

4

3.a.0°=1 donc 0 =@/ donc A; = A5
2 .

A (cos—; sm— .

1lcosg s ) , ,

b. OA; = |0/ =1 et AA, = |0 = | =

o[- lo-1]=|o [
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4. Pour construire le pentagone régulier ABCDE,
on considére que I'affixe de A est 1 et que celle
de B est o.

K a pour affixe —% donc JK:—5. Le cercle de
centre K et de rayon KJ coupe le segment [KA]

-1++5
2

en U. KU=JK=§ donc OU = ;| estle

milieu de [OU] et a pour abscisse cosz?n. On
construit les points du cercle B et E d'abscisse cos
2?75 et on reporte sur le cercle la longueur AB. On
obtient ainsi les points C et D.

m 1. a.r, :ro(l)”.

b. 6 —60+2?nn

) i(6, +2n_n)
. z,=r,e =fo(—)"-e " 37 =2zpa", avec
2
.21
1 i=
a=—e 3,
2

z47,z, = 8 donc 8 = zy3a3. Or a3 :% donc
243 = 64.

ro> = 64 donc ry =4 et 36, = k2n donc ;= k—
etfye [0; ]donceo—O

2. a.zp=; z1——1+|x/§ 22:—( 1—|x/—)
b.z, ., =az,

C.a,=MM, etl, = Zak

k=0

1+I\/_
Zyp1-2p=(@-1)z,=( - Nz,
zﬂ—Sle/— donca, —2\/—2"

d. L, =ap+a;+..+a,=

2\/_(1 +271 4+ 2724, +2—")

27(1 =271 x 2 = 4J7(1 - 27nY),

0 < 271" < 1 donclim2" -0 ; par conséquent
lima,=0etlimL, = 47.

ﬂE Soit 6 un réel de]—g;g[.

a. €0 + €70 = coso + isind + coso — isin® = 2cosH.
€i® — 70 = cos + isin — cosO + isin® = 2isind.

b. a 0 = (€219 +1)e710 = €/ + 710 = 2cos6.

b e70 = (€210 — 1)e710 = @i — =10 = 2jsing.

a = 2cosfe® et cos® > 0 donc |a| = 2cosh et

arg(@) =6
b = 2isin6e®. Sio e [0; g[, alors sin6 > 0 donc

|b| = 2sin6 et arg(b) =6 + g
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Sife [—g ; O, sin@ < 0, donc |b| =-2sind et
b1
arg(b) =06 -—.
g(b) 5
Pour8 e [0; g[, |ab| = 4sinBcoso et

arg(ab) =26 + g

lab"| = ﬁ et arg(ab™) = I

m 1. Les premiers termes de la suite sont

{1,2;0;-4,-8,-8;0;16,32;32,;0;-64;

-128;-126;0...}

La suite n’est ni arithmétique, ni géométrique.

2. Q.2 =21 — 2" < M(r2 - 2r + 2) = 0 donc

sirz0alorsrz2-2r+2=0.

b. r;"2=2r,"" -2 r," donc

cry™2=2cr" - 2cr" et

d ry™2=2d ry,"1 - 2d r," donc

Upp =2Up g — 2up, R

C. ry :1—i;r2:1+i:\5elzet

(1= +i)=2.

d.ug=c+d=1;u;=c(1-i)+d(1 + i) donc
1+i

C—T ; d:% donc u,, = (ry"1 + ryn-1) =

(2)"*1 x cos(n — 1)%.

3.2 =1 -2 & M(r2-r+2)=0 donc si
r#0alorsrZ-r+2=0.
—i7 1+ W7

etr, = .

2
Onadoncug=c+d=2;u;=cry+dry=-1, et
c:z—r1+—1;d:£2+—1.Doncun:cr1”+dr2”

h=n h=h
et d = ¢ doncu,, est réel pour tout n.

- 1
Ainsiry =

[ #(t) = 2cos(3t — g) :

T T
g(t) = 2cos(3t - E) + 2cos(3t - 5) =
(3 + 1N2cos(3t - %).

h(t) = cos2t — 3cos(2t — %) = Acos(2t + ¢)

avecA:x/10—3xE, et

cosp = 2-3\2 : sing = 32
210-32 210-32
[T a. En factorisant par ], G = Zr
Zc+Zg

Zc

b.G= = avec
Ze+Zp V+Zc/Zg

é:_L:_LdoncGzﬁ.

Zr IRCo ot 1+iwt

o
c |G| :71:)(1_0)«)2 et o= arg(@) = -arg(-—).

Ainsi tang = i
ot

0,064m

d.G= .
:}1 +0,0040960?

7] a. b. En factorisant par | et en divisant par Z,
G=— "
1- LCw + ioRC
1 .

c. G= ,d’ou
:}(1 - LCw)? + (001)?

¢ = arg(G) =-arg(1 — LCw + i©oRC), et
®RC

d. G- !
T J(1-4,096.10-50)2 + 0,004096m2

Préparer le BAC

Exercices guidés BAC

(5 a. P(iv3) = P(-iv3) = 0 et

P(z) = (z2 + 3)(z2 - 6z + 21).

b.P2) =0 (22+3)(z2-6z+21)=0
(z2+3)=00u (z22-62+21)=0.
S={i3;-iV3;3+2iV3;3-2i3}

c. Soit Q(3). QC=0QD = QA= QB =2v3 donc A, B,
C, D sont sur le cercle de centre Q et de rayon 243.
d. BEC semble équilatéral. Or zg = -zp = -3 + 23,
et CE = 6 = BE = BC donc BEC est bien équilatéral.

&= 1. zA,:O,zB,:4;2| etz =-2-1.
(3 + 4i)x +iy) + 5(x —iy)

2. X' +iy = 6 donc
=W XY
3 3
7oz o XY t XY oy X
3 3 2
3. A, B’, C’ semblent appartenir a la droite (D).
4.y = % donc M’ appartient a la droite (D).
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5 a. Z-z_ (—3+4|)z_+52
z, 6(1+ 2i)

zZ -z

30 =((-3+4i)z+52)(1-2i)=

Za
5((1 + 2i)z+ (1 - 2i)z) =5(z + z + 2i(z- Z)) donc

Z-z z+z .2-Z

+i
z, 6 3
— _ T C _ zZ -z
Orz+zZ=z+Zetz-Z=-(z-Z)donc =
Zp

’ 7/

zZ-z Z-z ,
—— et —— =k est réel.

Za Za

—_— —

b. z - z = kz, donc MM’ = kOA et les droites (OA)
et (MM’) sont paralléeles.

6. Si N est sur (D), il est invariant. Sinon son
image est a l'intersection de (D) et de la paralléle
a (OA) passant par M.

QCM - Vrai ou faux BAC

[ (Exercice numéroté 156 p. 293 dans I'exem-
plaire du professeur)

a. Vrai: arg(z) = 3n donc arg(z%) = 3rn et donc 24
est un réel négatif:
b. Faux : Re(z) = 0 & z imaginaire pur.
€. Vrai:z22+1=0<alorsz=iouz=-i.

LT .TC
d. Faux : avec par exemple z = e3etz = e_lg, on
alz|=1et|z+Z]|=1.

[ (Exercice numéroté 157 p. 293 dans I'exem-
plaire du professeur)

Soient z; et z, tels que |z;| =ry > 0;

|z,| =r, > 0 etarg(z,) =a; arg(z,) = b.

On a donc z; =rq(cosa +isina), etry >0 ;
zy=ry(cosb +isinb), r; >0 ;

242y =r4(cosa + isina)-ry(cosb + isinb) =
rqry(cosacosb — sinasinb + i(sinacosb + cosasinb)) =
rqry(cos(a + b) + isin(a + b), or ryr, > 0 donc
|z12;| =rry = 1241 |2, | et

arg(z4z;) =a + b = arg(zq) + arg(z,).

] (Exercice numéroté 158 p. 293 dans |I'exem-
plaire du professeur)

Dans I'exemplaire éleve, I’énoncé a été modifié :
1.c. |=iz+1].

3. On cherche un argument de (=1 + iW3)z et la

réponse c. est —231 -0

1.c.2B+)+B-i)=9+i.
2.c |z+i| =|-||z+i| = |-iz+1].

248 m Chapitre 9 m Nombres complexes

3. b.arg(-1 + ix/§) :Z?R.

4. b. arg\3 + i)"=%=(2k+ 1)§4:>n=6k+3.
5.c |z-i| =|z+ 1| donc OA = OB. L'ensemble
des points M est la médiatrice de [AB], droite per-
pendiculaire a (AB) passant par O.

6. C. Z_Z:zc»zz:z:z—z =22-2z+2=0

sze{l1-i;1+i}.

Exercice BAC

161 A.z=x+iyetz=x-iy.Onaxe R, yeR,
etz+Zz=2x,z-7=2iy.

1. z est imaginaire pur ® x=0& z+z=0 <
z=-2Z.

2. zestréel o y=02z-z2=02z=2.
3.2zZ2=(x+iy)x—iy) =x2 +y2 = |z|2.

B. 1. a3 = bb = ¢ = 10 donc

|al = |b| = |c| donc OA=0B=0C.

2. Soit h I'affixe du point H, h = 2 /5 + i(4 - \/5).
C.1.0A=0B=0C® |a| =|b|=|c| &
la]2=|b|2=|c|? < aa =bb =cT.

2. a. bc = bt donc w = bt - bc = 2ilm(bT).

b. (b +c)(b-¢)=(bb -cT)+bE -bc=w.

b+c:(b+c)(b—c): w
b-c (b-cb-0 |b—c|2'

+C

€. |b-c|2?estréel donc Z est imaginaire pur.

3.a.z . =h-a=b+cetz_=b-c
AH CB

b. (AB);KI_-)I):arng =ik

b-c 2

c. (AH) est perpendiculaire a (BC) donc (AH) est
une hauteur. On montre de méme que (BH) est
perpendiculaire a (AC) donc (BH) est aussi une
hauteur et H est I'orthocentre de ABC.

3] a. cosd = Re(ei®) = %(eie 4 ei9) et

sin@ = Im(el®) = %(eie — i),
i
- ig —ig ig ig 0
b.ca=1+e®=e2(e 2+92)=92(2cos§) donc

sife ]0; [, cosg > 0donc |a| = 2c059 et
arga = 0. 2 2

Sioe ln; 2n], cosg < 0donc |a| =—2cosg et
arga =0+ m.
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B -
ehb-1=ef=e2( 2—e2)=e2(—2|‘sm5).

|b]| :Zsing et argb:e—E.
2_ 2

onaZ=—""doncZestun imaginaire pur.
b 0 b
tan—
2
[IF a. cos(n6) = Re(ein®) = Re((ei®)") et
sin(nB) = Im(ei®) = Im((ei®)n).

b. En développant, on obtient
M+z+22+.+2")(1-2)=1-2"

€. C,=Re(1 + z+22+..+z"") = Re1— (avec
e'e #1). 1-
4 ino ) .
Or1-ein®=¢ 2 (—2isin(nz)) et (1 -el®) =
0
i—, ... 0
e 2(-2isin=).
( 2)
1 zn {(n=1)8 sin(ng)
Donc =e 2 et
-z sin(=)
2
0 sin(ng)
C, = cos((n — 1)=)——2-.
sin(=]
(2)
. 0
_n sin(n—=)
d.s, - Im11—z = sin((n - 1Y) —2.
-z

sin(z)

2 (n 2(n).
164] Ig{)(kjcos(ke) = Re(lga(k}\'ke) =
i Meike — (1 1 eiyn = ein?e(ZCOSQ)”.
oo\k 2

2 (n 0 0
Donc ,g()[kJCOS(ke) =cos(n E) X (2cosz)n.
n n
kz_‘a[:)sin(ne) = Im(kgz) (Z}\"”e) = sin(ng)-(Zcosg)”.

[H 1. a. on utilise la formule de I'exercice 164
pour obtenir
(a + b)> =a5 + 5a%b + 10a3b2 + 10a2h3 + 5ab* + b>.

b. cos®x = (%(eix + e ix)5
= ;—2(e5ix + 53 + 10eiX + 10e7X + 5e3ix + e75ix),
(esix + e—5ix + 5(e3ix + e—3ix) +

5 1
C. COS°X =——
32

10(e + e X)) = % (cos(5x) + 5cos(3x) + 10cosx).

2. sin®x = i(eix — eix)4 =
16
i(e4ix — 402X { 6 —4e2iX 4 e—4ix) —
6
%(cos(4x) — 2cos(2x) + 3).
1 1
A a. S+ k—y) =

De méme, l(x +y)—%(x -y =

X+y .X*y -y
b.eX+elV =g 2 (e 2 +o 2 ) =
X+y X —
e 2 2cos y

On obtient cosx + cosy = Re(e + eV¥) =

2cos(x er y)cos(%) et sinx + siny =
Im(eiX + el¥) = 25|n( y)cos( )

X+y Xy ,,ﬂ
De plus el — el = e 2@ 2 —e 2)=

Xty _

e 2 2isin( Zy).
On obtient cosx — cosy = Re(elX — el¥) =
—25|n( y)snn( y) et sinx —siny =

Im(elX — el) = 2cos( y)sm(x y)

[E a. Siz=x+iy, alors

72 = x2 - y2 + 2ixy = Re(a)ilm(0) et

2] = 12]2= o] =x2 + 52

b.x2-y2=0 et x2+y2=2 donc x2=y2=1 et
xy=2>0doncz=1+iou-1-i.

. x2-y2=1etx2+y?=2 doncxzzz,y2=l1
etxy:—x/§<0. 2 2

Parconséquentz—\/g_i ouz= i
2 2

A Dans I'exemplaire éléve, I'équation (E) a été
modifiée : z2 + (2i —3)z+ 5 - 5i = 0 (E).
zz+(2i—3)z+5—5i:0 (E).

=(2i-3)2-4(5-5i)=-15+8i = (1 + 4i)2 donc
S {1-3i;2+i}.

[ a. sizn=1, alors |27| =
un réel positif, donc |z| = 1.
b. On pose z = e® donc " = 1 donc n6 = 2kx et
_ 2kn
==

|z|"=1et |z| est

Chapitre 9 m Nombres complexes m 249

© éditions Belin, 2012.



.21
c. 0 [0; 2n[ et si u=e'7, alors pour tout k
entier naturel de [0 ; n - 1[, uy = uk et uy est solu-
tion de (E).
d. AAq = [ukHT —uk] = k| [u- 1] = Ju-1].

[ a. 25=—i; |25] = |z|5=1 et |z| est un réel
positif, donc |z| = 1.
z=e% et €50 = —j. Ainsi 50 = —g + 2k donc

9=-1 4 ? et par conséquent

10
be (=, I, L3t In,

0" 2 10 10 10
b.z6=8+8i3,z=rel et |25| = |z|6=r6=16
doncr=34.

66 = arg(8 + 8i V3) = = + 2k, donc 6 = = + K&
3 18 3

be {17 ;11 L, 5% . T.7% 43T,
18 18’ 1818 18" 18

4 pans I'exemplaire éléve, la question 3. a été
modifiée : on veut montrer que (z — a)(z — a) =
22 - 2Re(a)z + |a|2.

1. Soit x réel et f(x) =x6 + 1 ; f’(x) = 6 x°.

f admet un minimum de 1 en 0 donc ne s'annule
pas. P n’admet aucune racine réelle.

2. a. P(2) = P(z) et P(-z) = P(z) donc si z est une
racine de P, alors P(z) = 0, et Z et —z sont aussi des
racines de P

b. Si P(z) =0, alors 26 =—i, |z%| = |z|®=1 donc
|z| =1.

c. z=¢, 60 =arg(-1) = n + 2kn, donc 6 = g+E

3
Ainsi96{—52;—32;—2;2;32;52}.
6 6 6 6 6 6
Les racines sont deux a deux des conjugués de
module 1.
3. (z-a)z-3)=z2-(@+3a)z+aa =
22 - 2Re(a)z + |a|2.
P(2) = (22 + 3z + 1)(z2 V32 + 1)(z2 + 1) en
5% i i
prenanta=e 6,a=e6 eta=e2.
4. 8=1z=¢l,
— =i -= —;—SE;O;n . Donc
4' 4’2" 2'74" T4
B-1=@z-Nz+ D@+ D)2 -2z + 1) +V2z+1).

[m ze Goz=x+iy,xeZ,ye”.
a.z=—x-lyetz=x-ly;xeZet-yeZ,
donc -z et Z sont aussi éléments de G.
b.z+Z=x+x)+(y+y)ie G, et

zZ' = (xx' —yy) +ilxy’ + yx’) € G.

’

{n. T M, M T
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c. Soitz=a +ib, alors

r— -1 - Y A4
zZ=z"= 2102 a2+b2'_a +ib’.
|a’| <1 et |b’| <1doncsiz e G, alors a’ et b’
sont éléments de {-1, 0, 1}. Sia’=0, alorsa=0
etsib’=0, alorsb=0. Commezz'=1,0na

al /
2= aZ+b? eth= aZ+b?
|b”| =1 alors a € Z donc les éléments de G dont
I'inverse est dans Gsont 1; -1 ;i ; —i.

doncsi |a’| =1 et

EZA] pans I'exemplaire éléve, I'énoncé a été
modifié : c. Montrer que |z"|2 est un élément de
E. Conclure.

a.N=a2+b2=(a+ib)a-ib) = |z|2 avec
z=a+ib,ae Z,be Zdoncze G.

b. NN’ = |z|2.|Z|2=|zZ|2. Orsize G, Z € G
alors zz’ € G, donc NN’ est élément de E.

¢. On montre par récurrence que |z"|2 e E donc
siAe NetBe N, alors ABet A" e N.

21 pans I'exemplaire éleve, la question c. a été
modifiée : z;" et z;" deviennent z;" et z; .

a. z, et z, sont les solutions d’une équation

du second degré donc azZ + bz + c =
alz-z)z-2zy) = az? - alzq +z))z+a-z4z,.

. I c
Par identification,ona z,+z,=—— et z,z, = —.
1722 3 %277

b.z,+2z,=5;P=2z,=2,(5-Zz,) donc

2,2 - Sz, + P=0. De méme, z,2 - Sz, + P = 0.
Donc z, et z, sont les solutions de I’équation
x2-Sx+P=0.

3
c |z|2= |Zz|2=21zz=3= |21+ 23] = 1212, 5

Z)t+ 2z

|z, + 2,71 = =1.

2123
[EA a. Si|a|=|b| =1, alorsaza =bb=1etZ
réel Z2=2.

I _ 1.1 b+a

a+b _5+b_5+5_ ab _a+b donc

T+ab) 1+ab . 1 1+ab 1+ab

a+b , ab

est réel.

1+ ab

b.Si|a| = |b| = |c|=1,aa =bb=cc =1.

(ab + ac + bc) = (abcc + acbb + bcaa) =

abc(@ + b +C). B

lab+bc+cal=|a+b+C|=|a+b+c|.
10 _

B3 M+z+2+.429 = z 1:1donc

2101 = |z-1]. z-1

|z| =1 doncz=el® 8¢ [0; 2n[ donc

lz-1] = 25ing, |210 — 1| = 2sin56 et
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sing =sin50 & g =50 + 2km, ou g =-50 + 2kn

< 90 =4knou 116 = 4kn. Onadoncz?=1ou
zZM=1.

[l z+3z=2+13)|z|.

z=re®=x+iyalorsz=x+iy, et
(x+iy) +3(x —iy) =(2 + i\/§)r<:> (2x=ret-2y=

\/§r) & coso :% et sind = —73, avecre Rt

arg(z) =——
m Voir exercice 177.

z=re® et cos® =% donc arg(2) =§ ou arg(z) =——

m Onnommea, b, ¢, &, b’, ¢ les affixes respec-
tives des points A, B, C, A", B’, C". On suppose que
ABC est direct.
c-a=ilc-a)etb-a=i’-a)donc
b'=-ilb-a)+a=a(1+i)-ib;
c=a+ilc-a)=a(1-1i)+ic, eta’:b+c.
Ainsic’-b'=a(1-i-1-i)+i(b+c)=2i@@"-a)
doncB'C'=|c’-b’| =2]a"-a| =2AA" et

— — T
(AA ;BC) = 3 Par conséquent (AA’) et (B'C’)

sont perpendiculaires.

Accompagnement
personnalise
@1. a. m=in+ 4 + 4i, donc o = 4i.
b.Z-4i=iz+4+4i-4i=iz+ 4 =i(z - 4i).
C |z -4i| = |iz-4)| =]i|-|4-i] = |4-i].

Donc arg(z’ — 4i) = arg(i) + arg(z — 4i) = %

d. QM = QM et (EI;QM') I, (D;Q_)M) donc
—=——= 2
(QM, OM) =~

2.a.a’=ia+4+4i=6+8iet

b’ =ib+4+4i=-2.
b.mo2ta

€. n-m=-4+4dietp-q=-4+ 4idonc
—

=5+ 3i.

i
MN = QP, i.e MNPQ est un parallélogramme.

Questions complémentaires
2. MNPQ semble étre un carré.

g—-m=-4-4i=i(-4+4i)=i(n —m) donc par
— — T
module, MN = MQ et par argument, (VIN ; MQ) =3

MNPQ est bien un carré.

@1.x=u+v;u3+v3=qet3uv=pdonc

3
udv3= [Bj donc u3 et v3 sont solutions de

A= (P] doncsia=0,
F SRRk
wM o536

2. fx)=x3-px—q donc f(x)=3x2-pa?2
racines pourp > 0:x; = g etx,=- g

2p |p 2p |p ;
f(x1):—? E—q,f(xz):?\/;—qetsma

trois racines réelles alors f(x;) < 0 < f(x,) soit
2

Ly

4 27°

3. Si P a une racine double, alors f(x;) =0 ou

f(x;) =0 doncA=0 etx=23%.

4. A<0,z=03,2,=V3, 2,
Z,=u+v=x.

@ 1. a. La courbe est une sinusoide.

b. c est I'ordonnée maximale, on lit c = 2.

=u,zz=vet

c. @ est tel que cos(x +¢)=1, on lit §+(p=0

T T .
donc ¢ = -3 et 2cos(x — ;) = cosx +/3 sinx.
2. Dans I'exemplaire éleve, I'énoncé a été modifié :
2. a. Montrer alors que c-elt =a + ib.
a. Re(a — ib)(cosx + isinx) = acosx + bsinx donc
a —ib =ce convient et on a a + ib = ce'l,

a . b
=—-etsint=

C

c
\E]
2

Doncc=

b.c:|1+ix/§|:2,cost:%,sint: donc

t=

wla
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@ Exemple d’un exercice possible

1. a. Vérifier que le point A d’affixe a =i répond
a la question (@2 =-1; a3 =-i).

b. Al'aide d’un logiciel de géométrie dynamique,
trouver un autre point qui répond a la question
(2i).

c. Montrer que si z est imaginaire pur, alors M
répond a la question.

z=ik; z2 = (ik)? ; 23 = (ik)3.

252 m Chapitre 9 m Nombres complexes

|z-22|2+ |22-23|2=

K2(1 + k2) + k(1 + k2) = k2(1 + k2)2 =

|z-23]2

2. Montrer que si MM’'M” est rectangle en M’,
alors z est imaginaire pur.

Développer |z-22|2+ |22-23|2= |z-23|2=
(Iz|1z=11%(1 + |z|2 = |z+ 1]2) et poser z=x + iy.
3. MM’'M” peut-il étre rectangle en M ? (oui, si
Re(z) =-1) en M” ? (oui, si M est sur le cercle de

centre A(—%) et de rayon %).
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