Terminale S 5

Corrigé du bac blanc 2003

Exercice 1)

1)

2)

a)BMM; est rectangle isocele & avec( .B, lM) =" doncM est I'image d& par

2

T
la rotation de centré; et d'anglel—ZT, ce qui s'écrit en complexes— z = éz( i~ 2)

(I'affixe de M estz, celle deB esti, celle deM; estz), et compte tenu queIE =i, on
obtient z—z = (i— z) . De mémeA d'affixe 1 est Iimage de! d'affixe z par la rotation

de centreM, d'affixe z,, d'angleg, soitl-z, =i(z— z). (0,75 point)

b) Déterminong; etz a l'aide des résultats précédents:

2-2=(i-2) - 7= z=-1- iz~ #1= A1~ Yo F%Lll_ﬂ( 71).
. . . . 1-
“iz-2) - U-2)=-(z D= A )= 2 b Z =Tl () apom

On se propose de déterminer les pdihizour lesquel©M;M, est équilatéral.

a) CommeO est d'affixe 0OM, = OM, < |z|=|z| = ﬂ( 1)‘ ‘—( Vo 4 Comme

le module d'un produit est égal au produit des reslet que er

obtient que OM, =OM, < |z+1=|z+ |. ©5 poiny Comme |z+1=|z-(-1), c'est la

distanceA'M (A' a pour affixe —1), et de mérrfue+ i| est la distanc&'M. L'ensembled

est donc lI'ensemble des poiMsdu plan tels qu&'M = B'M, c'est donc la médiatrice du
segmentA'BY, privée du poinD puisque par hypothedé est distinct dé. (0,25 point)

b) OM, =MM, = |z]=|z- 4 = | =| 2= ¥ car un module est toujours positif. Or

. . 2
2 -\—( 2+1) —§| 2, et [z- 3 =Lz )=o) =|- if =| £, donc

OM, = MM, = ~[z+1° =| £ = | 21’ = 2| {. 0750

Posaniz = x + iy, x ety réels, nous obtenons :

|z+]]2 =2 42 o |+ iy+ 12= 2 xt i)}lz ~ (@ 1f+ ¥=2(%+ ¥ . Tous calculs faits, il
vient |z+1f:2|42 o X-2x y=1e (¥ 1f+ y=2- AM= 2 [ est donc le

cercle de centré et de rayon\/E , privé des point8 etB'. (0,75 point)
c) Le triangleOM;M; est équilatéral si et seulement si les deux cmmditprécédentes ont
lieu en méme temps. Les poiisrecherchés sont les intersectionsddet /. (0,5 point)

Figure : 0,5 point



Exercice 2 (sans spécialité)

1
Uy =5 (U +3Y,)

On considere les suitesetv définies par Uy =1y, = 2.

1)

2)

3)

Vs = g(un + 4Vn)
On posew, =V, — u,. Alors pour tout entien,

4 3 1 1 1
= =— +4v)—— = y-—
Ve = Upy = (Lg A (w 3\y)= (5 Aj\é [5 4) b= ¥ u

W

n+l

1 . . . . 1
On a donc pour tout w,,, = _OW”’ donc la suitev est géométrique de rals% .

Commew, =V,- U,=1, w a son premier terme positif, sa raison positiaadtous ses

termes sont positifgi,25 poin. Comme de plus la raison deappartient a ]0; 1, la suite
a pour limite0. (0,25 point)

aju.,,—u :%(un+3vn)— un:%(vn— q)zg: w,. Comme on a vu précédemment que
tous ses termes positifs, on a pour tout,, —u. =0, doncu est croissanteo,s point)
b) v,., -V, :%(un+4vn)— vn:g(un— \4):——;' w,. De méme, pour tout v,,, -V, <0 et

v est décroissante,s point)

¢) On a dona croissantey décroissante et— u tend vers 0 (cav —u =w). Les suitesu
etv sont adjacentes, elles ont donc une méme limite point)

a) On appellela suite définie pat, =4u_ +15v,. Ainsi pour tout entien :

t,,=4u.,, +15v,, = (u + 3V, 1 15< U+ 4, F 4+ 15,= t. La suitet est donc

constante, égaletg qui vaut4u0 +15v, = 34. On a donc pour tout t, =34. (0,5 point)
b) Si I'on fait tendren vers +o dans I'égalitédu, +15v, =t = 34, commeu etv ont la

méme limitel, on obtient4l +18 = 34 soit | :%. (0,5 point)



Exercice 2 (spécialité)

1)

2)

a) On consideére I'équation : 4% 6y. 6 et 17 étant premiers entre eux (car 17 estiprem
et ne divise pas 6), 6 diviseXtdonc d’aprées le théoreme de Gauss 6 dixidé existe
donc un entiek tel quex = 6k, et donc § = 176k ety = 1. réciproquement, il est facile
de voir que tous les couplesk(®17) sont solution. Les solutions entieres de cette
équation sont dong, = {(6k ; 17K), k € Z}. (0,5 point)

b) 1A(-1) — 6(-3) = —-17 + 18 = 1, donc (-1 ; —3) est solutior’'éguation 1% — 6y = 1.

On obtient facilement que (-2 ; —6) est une satutie (E).©,25 point)

c) (E) est donc équivalente axi-¥ 6y = 1%(—2) — 6«(-6), donc aussi a 14 ¢ 2) = 6§ + 6)

et nous connaissons d’apres le a) les solutionetie dernierex + 2 = &k ety + 6 = 1k,
ouk est un entier quelconque.

Les solutions de (E) sont doBg= {(6k — 2 ; 1k — 6),k € Z}. (0,75 point)

d) Tout diviseur commun R ety solution de (E) divise aussi 47 6y, c’est a dire 2. Le
pgcd dex ety est donc un diviseur positif de 2, ce ne peut@iieel ou 20,25 point)

e) Il résulte du d) que le pgcd d’'un coupte Y) solution de (E) est égal a 2 si et seulemnt
si 2 divisex ety. 2 divise & et 2, donc K— 2, donc 2 divise toujouss En revanche, 2
divise 6, donc 2 divisg = 1Kk — 6 si et seulement si 2 divisekLComme 2 est premier
avec 17, 2 divise Ksi et seulement si 2 divided’aprés le théoreme de Gauss, c'est a
direk = 2p, peZ. Les solution de (E) de pgcd 2 sont don@(22 ; 34 — 6).(0,75 point)

e) On veut donc avoy = 34 — 6 et 100< y < 150, soitl06< 34p< 156= %’s psz—g.

. . .5 78 | N :
Les parties entieres respectlveslage et 'R état 3 et 4, la seule valeur entiere possible de

p est 4. La solution recherchée est donc (46 ; 130)oint)

a) D'apres I'énoncé = 1 + 3 (x pieces pour chacun des 17 pirates et 3 pour le
cuisinier), etN = 6y + 5. (025 point)

b) On a donc ¥+ 3 = 6/ + 5 soit 1k — 6y = 2 (quelle surprise {),25 point)

c) Nous avons donc= 6k — 2 ety = 17k — 6, avex ety positifs (ce sont des nombres de
pirates), dondk > 1. CommeN est un fonction croissante de la somme minimale
s’obtient pouk = 1,x = 4 etN = 71. Le cuisinier peut espérer au minimum $dpoint)



Probléme
Partie A
f est définie suR par f(x) =In(1+¢e™), ¢ est sa courbe.

1) liml+e™ =40, lim In X =+ donc lim f(X) =+ par composition.

X — —00 X o +oo X —00

lime™ =0, doncliml+e™ =1, I)i(mlln X =0 donclim f(xX) =0 par composition.

. L " -e
Etude de variationsf:est dérivable suR par composition, et pour tout f '(x) = T

—x "

Comme une exponentielle est toujours positiviee™ est positif,—e * est toujours négatif
etf est toujours négatif.est donc strictement décroissante®uOn a donc le tableau :

X 0 +o0
f' —

0

(1,25 point : 0,25 par limite, 0,25 pour la dérivé®,25 pour son signe et 0,25 pour les variations)
2) Pour tout réek, f(x)+x=In(l+e™)+ x=In(l+ €*)+In( &)= In( e@+ €))=In(l+ ¥.
Comme lim =0, lim1+e* =1, et lim f(x)+x=0 par composition. La droit®

X —» —00 X - —00

d’équationy = x est asymptote &. Comme de plue* est toujours positifl+e* est
toujours supérieur a 1, dot(1+€*) est toujours positif ef est au dessus d& (1 point)

3) f'0)= —% ,f(0)=In2donc T a pour équatiory = —% X+1n 2. (0,25 point)
Courbe : 1 point, +0,25 pour les tangentes du 4

4) a) x, est un réel non nul. Calculons

1+e™ _ e*(e+1)_ _
1+ o0 =In 1t & =|n & =- &.0,5 point

F0) = F(=x)
X = (=%)

) .- o 1 .
egal a—xo, c’est a dire a—=. On peut en conclure que toutes les droitdhl)(sont

f (%)= f(=%)=Inl+e™)-In@l+ €)=1In

b) Le coefficient directeur deviN) vaut , et d'apres ce qui précéde, il est

paralléles entre elles et a la tangeht@,s point)
c) Calculons
. : __er e _ e’ &
PO )= Tre v (&+1) 1+ &
_ 1 e 1+é° _
T 14ed Lre0 1+ e
Les tangentes @ enM etN ont pour équations respectives
y=F00)(x=)+ f(%) = y= xf( ) » (Y- X (¥
ety=f'(=x)(xt %)+ f(=%) = y= xf(= %) ¥ (- P+ x = ¥.
Leurs ordonnées a l'origine sont respectivemet,) — x, f'(x,) et f(—x,)+ % f'(=x%).
Compte tenu des égalités(—x,) = f(x,) + %, et f'(=x,) =1- f'(x,), on trouve qu’'elles
sont égales, autrement dit que ces tangentes pertiogur I'axe des ordonnéess point)

(0,25 point)




Partie B

On étudie la suitéu,) définie paru, :1+%!,un+1 =u,@+ é“lﬂ
1) a) Montrons par récurrence que pour tortl, u, >0.

).

Initialisation :e> 0 doncl+= >0 et la propriété est vraie ponr= 1.
e

1

en+1) > O
etu.,, >0. La propriétéu, >0, vraie poum = 1 et héréditaire, est vra¥en > 1. (0,5 point)
un
é1+1 )
une exponentielle est positive donc pour tout 1, u,,-u, >0 et la suite(u,)est
strictement croissant@,s point)

c) Montrons par récurrence que pour toetl, Inu, = f(1)+ f(2)+ ..+ f (n).

o gies : 1
Héredité : supposons que pour un certgini, >0. Commel+—->0, u, (1+
e

b) Pourn> 1, u.,,—-u = un(1+$)— u,= D’aprés la question précéedente,> 0,

Initialisation : Inu, = In(1+}) =In(l+e*)= (1), la propriété est vraie poar= 1.
e

Héredité : Supposons que pour un certginnu, = f(1)+ f(2)+..+ f (n). On a alors
1
en+1
Comme par hypotheése de récurrenicau, = f(1)+ f(2)+..+ f (n), on obtient bien
Inu,,, = f@Q+ f(2)+..+f(n)+ f(n+1). La propriété Inu,=fQ)+ f(2)+..+ f {n),

vraie poum = 1 et héréditaire, est vraie pour tout 1. (0,5 point)
2) a) g est définie sur [0; o[ par g(t)=In(l+t)-t. Elle est dérivable par somme et
. 1 -t
composee, et pour tout>0, g'(t)=——-1=——. Commet > 0, 1 +t > 0 etg’ est
P P g 1+t 1+t g

toujours négatif, dong est strictement décroissante sur §].; (0,5 point)
2
h est définie sur [0 ; o[ par h(t):ln(1+t)—t+t§. Elle est dérivable par somme et

1 )=Inuy +In@+ €™)=Iny+ f(n- 1)

Inu.,, =In(u,1+—=))=Inu,+In(1+ o

. 1 t? : :
composeée, et pour totit>0, h'(t) :1_+t_1+t:1Tt' Comme ci-dessu$y’ est touojurs
positif, eth est strictement croissante sur [0x[+(0,5 point)

b) Commeg(0) = 0 et quey est décroissante, pour tdude [0 ; o[ g(t) < 0. De méme,

h(0) = 0 eth est croissante, donc pour tdude [0 ; +o[ h(t) > 0. On a donc sur [0 ;off
2 2

IN(l+t)-t< 0 < In(l+t)<t et In(1+t)—t+%2 0- t—%s In(L+t). On a bien prouvé

t2
que pour tout de [0 ; +eo[ t_ES IN(1+t)<t. (0,25 point)

c) Posons dans l'inégalité précédentee ™ (c’est possible car pour tout réele ™ >0 ).

—2X
On obtient pour tout réel e * — ° < Inl+e™)< " = .1
2 e 2¢*

< f( )) < —;—( . (0,25 point)



3) a)aest un réel strictement supérieur a 1. On riasei+i2+...+§1. S, est la somme
a a
T
desn premiers termes d’une suite géométrique, dﬁncg al :a—al' Commea > 1
1 _
a
. 1 1
la limite de— est 0 e, tend vers—l. (0,5point)
a a-
b) Ecrivons la relation (2) pour x prenant les vadel an :
1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
—<f)<s-, 5s-——<f(Qs—=, =—<fQ@)<—=,...—- <
e 2€ ()ee 2¢' ()ée32e6 ()é g 2e" &

Par addition de ces inégalités, nous obtenons :

VAL S S )<f(1)+f @p .+ f 0k 1+—21+ +—1 soit, en
e

+—+
e @ a8 28
utilisant la relation (1) A, —% B,<Inu,< A. ©5 point)

1

c) On a donc pour tout Inu, < A,. D’autre part, d’aprés le aj, = el donc pour tout
e-

1 . L, 1
nA s—l, et la suite(lnu,,) est majoree par—l. (0,5 point)
e_

1
4) a) Comme l|'exponentielle est croissante, on argdoutn u,<e**. La suite (u,),

croissante d’aprés le 1) b, et majorée est conagggeers une limité& (0,25 point)
b) Comme la fonction logarithme est continue, ldes(inu,) converge vers Ih d’autre

-1g a
2
pour limite ! 1 _2e+D_ 1 2+ 1 De l'inégalité pour toun
e-1 2(e2 1) 2(é- 1) 2(é- 1) 2(8- 1
A, —% B,<Inu,< A, on obtient par passage a la ||m$§§ilg Inl s—ll. (0,5 point)
e — —

2e+l 1
On a donc, I'exponentielle étant croissargg;? < |<e*!. 0,7 est une valeur approchée
del & 10" prés (0,25 poiny)




