Correction du contrble de spécialité n7

Exercicel)

1) On considéere I'équation (E) : 48 23 = 2001

a) Onremarque que 2001 =x23x29, et que 3 et 23, étant tous deux premiers, ma@niers
entre eux. Siq ; b) est une solution de (E), alorsal8 2001 — 2B = 23(87 -b). 23 divise
donc 1&, et comme 23, premier ne divisant pas 18, est ipreavec 18, 23 divisa
d’apres le théoreme de Gauss. De méme, oha 201 — 18 = 3(667 —a), 3 divise 28
et 3 est premier avec 23 donc 3 diviséOn a bien prouveé gue était multiple de 23 et
queb était multiple de 3. (3 points)

b) Cherchons une solution de (E). On pourrait gogli la méthode du cours, mais il est
possible d'utiliser la question précédente et deepd= 23" et b = 3b'. On obtient alors
18x23a’ + 23x3b’ = 2001, puis en simplifiant par 69 ==&3: & + b = 29. Cette
nouvelle équation admet des tas de solutions éadepar exempla’ = 4 etb’ = 5, ce
qui fournit la solution (92 ; 15) (on aurait pu audonner directement la solution (0 ; 87),
ce qui était encore plus court). (2 points)

c) On a vu au b) que I'équation (E) entrainait Wigtion (E’) : & + b’ = 29 en posant
a=23% etb = 3. Or (E’) a pour solution {; 29 — &), k €Z}. On obtient comme
solutions possibles de (E) les couplesk(287 — 1&), k €Z. Il ne reste plus qu’'a vérifier
gu’ils conviennent, ce qui est évident. (2 points)

2) On cherche maintenant les couples d’enfeesq dont le pgcdd et le ppcnm vérifient
I’équation (E). On sait d’apres les résultats pdéoés quel est un multiple de 23. D’autre
part, m étant un multiple d& etb etd un diviseur dea et b, m est un multiple del.
Commed divise 18&I, et qued divisem, d doit diviser 2001. Il ne reste plus beaucoup de
possibilités &(il doit étre multiple de 23 et diviseur de 200d)peut étre egad 23, 69,
667 ou 2001 (correspondant aux valeurskde 3, 29 et 87). On en déduit les valeurs
correspondantes du (qui est égal a 87 — kB: 69, 33, -535, -1479. Comnme doit étre
positif et multiple ded, il ne reste qud = 23 etm = 69. Les deux entiegsetq devant étre
multiples de 23 et diviseurs de 69 ne peuvent@&ex qu'a 23 ou 69. S’ils valent tous
deux 23, leur ppcm vaut 23, et s'’ils valent tousxd@9, leur pgcd vaut 69. Les deux seul
couples restant sont donc (23 ; 69) et (69 ; Z3pojnts)

Exercice 2)

1) Si ddivisea etb, il divise aussa —b. D’autre part, s'il divisea eta —b, il divise aussi
a—(a—b) =b. Il en résulte que les couples;(b) et @; a—b) ont les mémes diviseurs
communs, et donc le méme pgcd. Comme- (3) — o — 1) = 4, le pgcd den(+ 3) et
(n—1) est le méme que celui de £ 3) et 4. Ce pgcd devant donc diviser 4, il peut
prendre les valeurs 1, 2 et 4. (3 points)

2) n-1divisen+ 3 sietssh— 1 estle pgcd den¢ 1) et 1 + 3), donc si et ssi il est le pged
den + 3 et 4n— 1 doit donc étre égal a 1, 2 ou 4, et doggal a 2, 3 ou ; + 3 vaudrait
alors respectivement 5, 6 ou 8, et on vérifie am@ngue dans ces trois aas- 1 divise
bienn + 3. (Cette vérification est obligatoire car ona@gsonné par « donc »). Les valeurs
possibles da sont 2, 3 et 5. (3 points)

3) On observe que? + 2n — 2 = i — 1)(n + 3) + 1. D’aprés I'algorithme d’Euclide, pgcd
den®+ 2n—2 etn — 1 vaut 1, et ces entiers sont donc premierg enix. (2 points)

4) D’aprés le théoréme de Gaussnsi 1 divise (i + 3)(n® + 2n — 2), comme il est premier
avecn® + 2n — 2, il divisen + 3, etn vaut donc 2, 3 ou 5 d’aprés la question 2. Essayon
Pourn=2, i—1)( + 1) =5 et + 3)(n* + 2n — 2) = 30, et 5 divise 30.

Pourn = 3, 1 — 1)( + 1) = 14 et + 3)(n° + 2n — 2) = 78, et 14 ne divise pas 78.
Pourn =5, 1— 1)(2h + 1) = 44 etif + 3)(n° + 2n — 2) = 264, et 44 divise 264.
Les solutions sont donc 2 et 5. (3 points)



