Classe de terminale S 4

Corrigé du Ds n6

Exercice 1)
Dans cet exercice, on étudie successivement ldidonfcdéfinie surR par f (x)= xe™* etg définie surR par

9(¥) = () +[ f(3]*.
Partie A : étude def (5 points)

1)

2)

3)

4)

f est dérivable suR car elle est le produit des fonctioms— x affine, et x — €* qui est dérivable par
composition. On a pour tout: f'(X)=1xe ™+ xx(-e€*)=(1- R &, f'(x) est donc du signe de Ix-car
I'exponentielle est toujours positivieest donc strictement croissante sus ]-1] et strictement décroissante
sur [1 ; -Ioo[ (2 points)

lim f(X) =0 d’apres les croissances comparées de I'expolentiedes polyn@meslirr_wme‘X =+c0 par

composition, dondim f(X) =—co par produit(1,25 point)
X — —00
On a donc le tableau suivam point)
X —0 1 +o0
f'(X) + 0 —

w| . T N

La fonctionf est décroissante sur [1 sfret lim f(x) =0, donc I'équationf (x) = —% n'a pas de solution

sur cet intervalle.
f est continue (car elle est dérivable) Budonc sur Jeo ; 1], et elle est strictement croissante de J1]

vers ]« ; €. Comme—E appartient a Je ; €] il a d’'aprés le théoréme des valeurs intermée&aim

unique antécédenmt sur cet intervalle. L’équatiorf (x) = —Ea donc une solution unique dRr On obtient

—0,36 <a < -0,35@,25 point)

Partie B : étude deg (7 points)

1)

2)

3)

f est dérivable suflR donc g est dérivable suiR par somme et produit. On a pour toxt
g(x) = f(x)+ f(¥x f(¥ donc:

g'(x) = f'(9+ F'(9x f(Q+ f(¥x F(3= F(H1+2 f ¥ @5poiny

g(x) = f(X[L+ f(¥] et lim f(X) =—co donc lim g(X) =+eo par somme et produit.

g(X) = f(X+[ f(R]? et lim f(X) =0 donc lim g(X) =0 par somme et produit.2s point)

Les variations dg sont données par le signegléx). On connait le signe dgX), il reste a étudier celui de
1+ Z(X):

1+2f (X)=2 0= f (x)= —%. Or f(a):—%, et d’apres le tableau de variation flecette inégalité est
vérifiée si et seulement s> a. On a donc :
X -00 a 1 +oo
f'(X) + + 0 —
1+ (X - 0 + +
g'(x) — 0 + 0 —
g +o0 9(1)
\I a(a) /| \I 0

g =@+ fAy=e"+€e".g@)=f(a)+f(a) =-

(1,25 point)
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4) a) g(x)—x: X€“+ X & - x X_é((1+ )Zé—e—:}x)= 5(&1+ Xe- X)( (0,5 point)

b) Posonsh(x) = & =1- x. On a alorsh'(x) = € —1, donch est décroissante suro«f= 0] et croissante sur
[0 ; +oo[. Commeh(0) = 0,h est positive suR, et pour touk : € <1+ X.

Posonsk(X) =1+ x— (1+ xe*)= x x&€ = K- €). Six> 0, alors ¥ < 0 donc, comme I'exponentielle est
croissante suR, e “<1 etl-e* = 0. k est donc positive sur [0 pef. Sur I'intervalle J-<o ; 0], on ae ™ =1
etk est aussi positive. Finalemdnést donc positive siR, et on a pour tout: 1+ xe* <1+ X< € (1,75 point)

c) g(0) = 0, g’(0) = 1, donc la tangente a la ceudeg a 'origine a pour équationp = x. La position de la
courbe par rapport a sa tangente est donc donaéés gigne dg(x)—x, soit dexe *(1+ xe* - é). Comme
d’'aprés le b)l+xe™ — € est négatif pour tow, le signe dey(x) —x est 'opposé de celui de Ainsi sur |-

o ; 0] la courbe dg est au dessus de sa tangente a I'origine, eDsurd] elle est en dessoysss point)

Exercice 2)

f est définie sur JO ;o] par f(x) = e\/__l, etf(0) = 0.
X

-t _ _ -t _
1y On reconnait danset—1 la forme M avec g { Fe'. La limite Itinget ! vaut donc par

—t

définition ag'(0). Commeg ( F-€', g'(0)=-1et Itirrg € -

1
=-1. (1 point).

2) On remarque quef(x):e 1_¢ _1X&. On a donc dapres la question précédente

Jx X

=0= f(0), etf est donc continue en ©,75 point)

— X

e’ -1
Jx
3) x>0, donc % < 0 et, comme I'exponentielle est croissanteRsue *<1 ete*-1<0. Commev/x >0, f

est négative sur ]0 ;o (1 point)

lim
X-0

— X

4) lime*=0 donclime™*-1=-1et lim < 1:0 par somme et quotiets point)

X — +oo X — +oo X — +0o \/;
5) festun quotient, et pour toxit> O :
_ _ 1
_e X _ e)( _1
X (@) o (6 -1)_ —2xe - B+l
f (X)— = = (1 point)
X 2%/ X 23/ X

6) Posons pourx > 0, h(x)=1-€*-2x€*. On a h'(x)=e*-2e"+2xe"=(2 x1) €. h est donc
décroissante sur ]0%] et croissante sura ; too[. Commeh(0) = 0, queh(%)<0et que d'aprés les

théoremes de croissance comparél@s, h(X) =1, d’'aprés le théoreme des valeurs intermédianess{
X — +oo

continue sur ]0 ; %] ) I'équationh(x) = 0 a une solution uniquesur [E ; +oo[. D’apres I'étude précédente,

h est négative sur ]0g] et positive sur [a ; &[. f' est du signe db, doncf est décroisante sur ](] et
croissante sum([; +ool. (1,5 point)
7) Etudions lim f(x)=1(0) : (¥ = f(O): e -1 _1k¢e _1.
x--0 X X xWx  Ax X

_t _ _
lim < " 1:—1, et quelingi:+oo, IimM:—oo etf n'est pas dérivable en 0 (mais sa courbe

t-0 Jx X0 X

admet une tangente verticaleyoint)

Comme d'apres la question 1)




