Classe de Terminale S ¢

Corrigé du DS n4

Exercice 1)
Pour tout entier naturel non num, on appellef, la fonction définie sur pe; 1] par

f.(x) = X"V1- Xx.

1)

2)

3)

4)

5)

La fonction x - X" est dérivable sur }{e; 1] (c’'est un polyndme) , et la fonction

X - 1= X, conposée dex » 1-x , dérivable de }o; 1] sur [0; o[ et det - Jt,

dérivable sur ]0 ; %[, est dérivable sur }e; 1[ par composition. La fonctiohest donc

dérivable sur Jee ; 1[ par produit(os point).

f()-f@Q)_ XVi-x__ ¥
x-1  x-1  1-x

x-1=-(1-x). On alimv1-x =0 donc lim- X =-c0. La fonctionf n’est donc

x-1 x-1 \/].—_X
pas dérivable en 1, mais sa courbe admet en sanhgiabscisse 1 une tangente paralléle
a l'axe des ordonnéegpoint).

car f(1)=0 et

Etude en 1 : pour tout de J-e ; 1f,

La dérivée dex » X" est x - nX™, et celle dex - J1-x est x - par
2\1-X

composition. On a donc pour toutle J-eo ; 1] :
X' 2 (1-X)- X

f '(X) = nX"'V1- x—

2\1-Xx 2/ 1- X _
(2 points)
XM 2n-2nx- X X2 21X
24/1- x 2/1- x

Quel que soih, lim1—x=+co, lim +/ X =+c, donc lim v1—-Xx =+c par composition.
X — —00 X 5 40

X —» —00

Sin est pair,lim x" =+ donc lim f(x) =+c par produit.

X - =00 X > +00

Sin estimpair,lim x" =-o0 donc lim f(x) =—c par produit(2 points)

X— —00 X - +oo

2n
2n+1

f'(X)=0« X"(2n-(2n+ )x)= 0= x= Oou 2+ (2% 1) .Onadonca, =
qui est bien un élément de 10 ; &[point
Quel que soih, 2n—-(2n+ 1)x est positif sur Je ; a,] et négatif surd, ; 1].

Si n est impair, alorsn — 1 est pair e"™ est toujours positif, et nul en Orsi> 2. On a
dans ce cas le tableau de variation suivant :

X —0 0 dn 1

fr + 0 + 0 - I

N N N R TV R N




Si n est pair, alorsn — 1 est impair esk"™" est négatif sur pe ; 0] et positif sur [0 ; 1]. On
a alors le tableau de variation suivant :

X[ —o 0 an 1
fr - 0 + 0 - |

fn +oo \ /l fn(an) \
0 0
Dans tous les cad, (a,) :( 2n ) ‘/1— 2n :( 2n ]j ‘/ ! (2,5 points)
2n+1 n+1 \ 2n+ 2+ 1

6) Pour touk, f_,(x)— f (X = X"J1- x— XJ1- x= X(Z-1N1- >
Pour toutn, x* -1 est positif sur Jee ; —1] et négatif sur [-1 ; 1], afl-x est positif.
Comme ci-dessus, tout dépend de la parité de
Si n est pair, alorx” est toujours positif, €., est en dessus d&, sur <o ; —1] et en
dessous sur [-1 ; 1] . Leurs points d’intersectiont les points d’abscisses —1, 0 et 1.
Sin est impair, alors” est négatif sur pe ; 0] et positif sur [0 ; 1]Cn.» est donc au dessus
deC, sur [-1 ; 0], et en dessous suk]—1] et [0 ; 1]. Leurs points d’intersection sted

points d’abscisses —1, 0 efls point)
7)  (1,5point)

n pair n impair

Exercice 2

1) fest définie suR par f(x) =+ X + x+2+ X
lim X*+ X+2 = +oo, XIim JX =+ donc lim f(X) =+co0 par somme et COMPOSEEs point)

X - +00 X — +00

En -0, on a une indétermination—+ o, et comme nos infinis sont de méme valeur,
factoriserx ne ferait que changer en une indéterminationoO Il faut donc utiliser
I'expression conjuguée :
WX+ x+2+ X)W ¥+ x+2- %) X+ 2 s .
= . Il ne reste plus qu’a factoriser
X2+ X+2-X X+ x+2- X

x en haut et en bas, sans oublier xjest ici négatif. Pour tout< 0, on a :

f(x)=



2)

f(x) = X___ . On peut enfin, par

. . : 1
somme, quotient et composée, trouver doe f(x) = _E (1 point)

X - —00

2x+1
2UX2+ x+2
x> —2x*—5x+ 6

4-x°
X+2 _ (-x+2)(4- X )= (x+ 2)_ —4x+ X+ 8 2X- x 2_
4-x? 4-x* 4- ¥

Dérivée dd : par somme et composée, fe(x) = +1. (05 point)

g est définie suR—{-2 ; 2} par g(x) = . Développons :

-X+2- = g(X) . (0,75 point)

On peut remarquer qué— x> = (2- x)(2+ x), donc g(X) = - x+ 2—i

Limites a I'infini : lim 1 =0, donc lim g(x) =-c et de mémeim g(Xx) = +oo (1point)

X—te D — X X - +00 X - —00

Limite en =2 :lim —x+2—i =2+ 2—E :1—5 (0,5 point)
X2 2—-X 4 4

Limites en 2 :lim2-x=0", donc Ilmg (X)=— etde memehm g(X) =00 (0,75 paint)

X2~

Exercice 3)

1)

2)

f est définie sur [1 ;o[ par f(x) = x(x—1)*, elle est dérivable et sa dérivée vaut pour tout
X f'(%)=(x=17+ xx2(x—1)= (x=1)(x I 2x= (* 1)(3% 1. Il en résulte qud est
positive sur [1; +[ et quef est strictement croissante sur cet intervdllest en outre
continue sur [1; &[ donc aussi sur [1; 2f(1) = 0 etf(2) = 2. D’aprés le théoreme des
valeurs intermédiaires, 1 appartientfél) ; f(2)] donc I'équationf(x) = 1 admet une
solutiona unique sur [1 ; 2]. On trouve a la calculatricés¥, <a < 1,755 points)

g est la fonction définie sur [1 ;f par g(X) :1+i. L’équationg(x) = x est donc

Ix

équivalente a 1+i =X = 1 Xx-1e< 1= (X- 1}/—x = 1= x(x 1j car les nombres

Jx Jx
etx — 1 sont positifs sur [1 ;4. Les équationg(x) = x etf(x) = 1 étant équivalentes, elles
ont le méme ensemble de solutiomsaint)



