Corrigé du sujet France 1996

Remarques d’ordre général et de la plus haute impor  tance :

Il y avait dans ce probleme beaucoup de leti@®mcune de ces lettres représentait un réel,
mais les statuts de ces réels étaient extrémerifi@redts. A savoir :

Dans la premiere parti@ et A représentent degariables indépendantes(alJR etA >0)
tandis québ dépend de (en fait,b est lenom de la solutiond’une équation dhconnueA et
deparametre a).

s . : g x-1 L2
Dans la deuxiéme partiéest une fonction définie paf(x) :Tlex. X est en général une
X

variable qui appartient &\{-1}. p est lenom donné a la solutionpositive de I'équation

d’inconnuex : f(x) = 1.

Ainsi on n'a pase™ -x-1 (c’est une équation), mais™ _h-l (1 est solution de cette
x+1 p+1

équation).

On en conclut que, A etx pourront prendre toutes les valeurs possibles bges connu en

fonction dea, et queu a une valeur fixée ad vitam aeternamu(et1,55).

Concernant les équations de droites

Méme s’il y a 100000000000 droites, chacune aura é@quation réduite de la forme

y = px+q, oup etqg sont deux réeléixes (qui dépendent de la droite), tandis quety

représentent les coordonnées d’un point quelcodgyaan (ce sont donc deariables), qui

est sur la droite si et seulement si ses coordawérdfient I'équation. Il n'est pas nécessaire
de changer le nom deety quand on change de droite.

Concernant les équivalences et autres machins

Quand vous rédigez Rour quemachinil faut quebidule » ou bien « Choss trucmuche »
vous ne faites pas des équivalences. Il faut éerifeur que machinil faut et il suffit que
bidule » ou bien « Choseet seulement si trucmuche ».

Dans la deuxieme partie, on vous demande de prauedeux éguations sont équivalentes.
Certains ont commencé en écrivant « Si»..Cette rédaction permet de prouver que la
deuxiéme équation est uoenséquencde la premiere, mais pas qu’elles séqivalentes

Le pire, c’est quand on vous demande de démontrerpuopriété et que vous commencez
votre rédaction par 8i cette propriété..». Dans la mesure ou vous faites de la proprigé& u
hypothese elle ne peut plus étre urmnclusion (on peut a la rigueur démontrer que la
propriété considérée est fausse, ¢ca s’appelle isorm@ement par I'absurde). Dans ce cas, la
note que vous aurez a la question sera 0

Dans une suite de calculs

a) On calcule une expression (par exemple une@®riv= va bien. On présente
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b) On résout une équation : il faat. Par exemple

F) =1 Xle =1
x+1

£(x)

c) On recherche un encadrement (pas dans ce pr@piém..alors est parfait. Par exemple

e est toujours positif donc pour tout réele” +1>1 et 0< <1 car la fonction inverse

e"+1
est décroissante de ]0 ¢+ vers JO ; o [.
Dans tous les cas, quand on écrit une suite delsalt est primordial d’indiquer les liens
logiques entre ces calculs (équivalences, dorainst de suite).
Concernant le théoreme des valeurs intermédiaires
Hypothéses a vérifierf:est continue et strictement monotone sur un iatkra ; b].
Phrase a diref:est donc une bijection da [ b] vers [(a) ; f(b)] (ou [f(b) ; f(a)] si f décroit).
Il faut ensuite calculef(a) etf(b), en donner éventuellement une valeur approchérdjer
gue le nombre recherché (dans le probléme c’étaippartient bien a l'intervalld(p) ; f(b)]
On peut enfin conclure : 1 admet un unique antéuédins @ ; b]
Remarque : la fonctiohn’admet rien. 1 admet un antécédent. L’équatfgn= 1 admet une
solution.




Correction proprement dite (Je ne vais pas toitetramais m’attacher aux questions qui ont
posé probléme)
Partie A]

L'équation réduite de Jesty =e*x—ae” +¢€°.
, : o 1
L’équation réduite de Desty = Xx—1+ In(A)
Ta et D, sont paralleles si et seulement si elles ont méveéicient directeur, c’est a dire si et

. 1 _ _
seulement se® :X = A=e?. Onnoteb=¢e?.

1
i ) y==x-1+In(b) _
Dy a pour équation b compte tenu de=¢e*

= y=e'x-1-a
Ta et D, sont confondues si et seulement si elles sontlpl@s avec la méme ordonnée a

I'origine, c’est a dire Si et seulement si b=e™ et
e -ae"=-1l-a = €e’(l-a)=-1-a = (a-)=(a+de™
Partie B]

1) a) a déja été traité dans les généralités.

2 X
1) b)f est dérivable suR\{-1} par produit et quotient, eff '(x) = (x” +he X+, (x+1)° et

(x+D?
€ étant toujours positifd, 'est strictement positive sur [0 pof et f est strictement croissante
sur cet intervalle.

x-1 K- 1 1
Etude de la limite déen +o : pour toutx= 0, = )1( = )1( , et lim ==0 donc
X*Loya+™) 1+- X
X
.o x-1 : y .
lim —= =1. Commelim " =+, lim f(X) =+ .
X = +00 X+1 X - +00 X - +00

1) ¢) C’est le théoréme des valeurs intermédidoesfer supra)
f est continue et strictement croissante sur [&] donc aussi sur [1; 2] (1 et 2 sont des
valeurs arbitraires pour obtenir un intervalle féjndoncf est une bijection de [1; 2] vers

[f(1) ;f(2)]. f(1) = 0 et f (2) :%ez. Commee > 2, € > 4 etf(2) >1. Ainsi 1e [f(1) ; f(2)],

donc 'équatiorf(x) = 1 a une unique solutignsur [1 ; 2]. Commé est strictement croissante
sur [0 ; +eo[, I'équationf(x) = 1 a une unique solution sur cet intervalle.

On calcul€(1,5) etf(1,6), on en donne une valeur approchée, et orlutamee 1,5¢<1,6.

2) a) On calcule ce produit, et on trouve 1.

2) b) On sait qué&() = 1. On en déduit qué-u) est aussi égal a 1. D’autre partetant la
seule solution positive de I'équatidfx) = 1, {4 en est la seule solution négative (car si un
nombre est solution de cette équation, son oppeseé dussi d’'aprés 2) a). L’équation (1)
étant équivalente a I'équatid{x) = 1 d’aprés 1) a), elle a pour uniques solutiores 1. Elle
admet donc bien deux solutions opposées.

c) Les tangentes commune&éetl” sont les tangenteslfaen ses points d’abscisagou a
vérifie (a+1)e® = a-1, équation équivalente a (1). Il en résulte queédagentes communes

a¢ etl sont les droitesfet T..
3) laissé au lecteur.
Partie C]



On obtient facilement que S(M’)=M
Si M appartient &, alorsy = exdonc1 = ix =e*donc y'=e* et M’ appartient aussi &
y e

2) Soit A le point d’abscisge del". On sait que T'qui est par définition la tangentd &n A,
est aussi tangenteé@(d’aprés B] 2) ¢), au point B d& d’abscissee™ (d’apres A] 2).
A’ a pour coordonnées|(- €"), donc T, est tangente & en A’ par définition. Cette droite
est aussi tangente@a(d’aprés B]2)c)au point d’abscisgg™ =e* d’aprés A] 2).
On obtient ainsi Be" ; ) et BE* ; 1)

: . . , o - +
3) a) se fait en disant queet 41 sont solutions de I'équatioa™ = X—Jri - e = X—i

X X =

b) La symétrie par rapport a la droite d’équatfonx permute les coordonnées. Ainsi A et B
ainsi que A’ et B, sont symétriques par rapporethecdroite. Il en résulte que les droitgseT
T., sont symétriques par rapport a cette droite. Ladglatere ABBA', ayant un axe de
symeétrie, est un trapeze iosocele.

4) On va calculer l'airel, du trapéze formé par les points A et A’ et leurgjgtés sur I'axe
des abscisses, ainsi que l'aifle du domaine plan délimitée par la courbe I'axe des
abscisses et les droites d’équation u etx = -u. D’aprés I'énoncé, la droite (AA’) étant au
dessus d€, 'aire recherchée vaudrgy-o.

Calcul ded; : la hauteur vaut2, les bases respectivemehiete* doncd;= p(e* +e™).

u
Calcul desl, : La fonction exponentielle est positive dofic= jexdx: e’ —e*.
-

uEe' +e™)

L'aire recherchée vaut dodc= A-A, = €' (u-D)+e™(u+1).

Comme on sait que” = ntl et quee™ = “—_1, on obtient bien qué = 2
p-1 M+l

Et voila.



